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Аннотация
Введение. Задача определения оптимальных режимных параметров при математи-
ческом моделировании химико-технологических процессов является важнейшей 
задачей. Численные методы и алгоритмы решения создают основу для разработки 
программных комплексов для расчета процессов и их цифровых двойников. Ма-
тематическую модель химико-технологического процесса можно описать системой 
дифференциальных уравнений, выделив фазовые переменные, определяющие со-
стояние процесса, и параметры управления, которые можно изменять и влиять тем 
самым на течение процесса. Целью работы является разработка численного алгорит-
ма решения задачи оптимального управления химико-технологическим процессом 
при наличии терминальных ограничений и ограничений на параметр управления.
Материалы и методы. Сформулирована задача оптимального управления в общем 
виде. Для ее решения применены метод штрафов и метод искусственных иммун-
ных систем. Описан способ включения ограничений в функцию штрафа и выбора 
последовательности коэффициентов, с которыми берется штраф. Для преодоления 
локальных экстремумов использован случайный выбор начальных значений управ-
ляющих параметров.
Результаты исследования. Приведен пошаговый численный алгоритм решения за-
дачи оптимального управления химико-технологическим процессом с терминаль-
ными ограничениями. Проведен вычислительный эксперимент для модельного 
примера, в результате которого определена структура оптимального управления 
процессом и соответствующие оптимальные траектории фазовых переменных. По-
казано, что рассчитанное решение задачи оптимального управления согласуется 
с решением, полученным методом игольчатой линеаризации.
Обсуждение и заключение. Разработанный алгоритм позволяет найти численное 
решение задачи оптимального управления химико-технологическим процессом 
с терминальными ограничениями. Решение не зависит от выбора начального при-
ближения.
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Abstract
Introduction. The problem of determining the optimal mode parameters during the ma-
thematical modeling of chemical and technological processes is the most important. Nu-
merical methods and algorithms for the solution provide the basis for developing software 
packages to calculate processes and their digital twins. The mathematical model of the 
chemical-technological process can be described by a system of differential equations, 
highlighting the phase variables that determine the state of the process, and the control 
parameters, which can be changed and thereby affect the course of the process. The aim of 
the work is to develop a numerical algorithm for solving the problem of optimal control 
of a chemical-technological process in the presence of terminal constraints and the con-
straints on the control parameter.
Materials and Methods. There was formulated the problem of optimal control in ge-
neral terms. To solve it, the penalty method and method of artificial immune systems 
were applied. There was described a method for including constraints in the penalty 
function and for choosing a sequence of coefficients with which the penalty is taken. 
To overcome local extrema, a random choice of initial values of control parameters 
was used.
Results. The article presents a step-by-step numerical algorithm for solving the problem of 
optimal control of a chemical-technological process with terminal constraints. A computa-
tional experiment was carried out for a model example, as a result of which the structure of 
the optimal process control and the corresponding optimal trajectories of phase variables 
are determined. It is shown that the calculated solution of the optimal control problem 
consists with the solution obtained by the needle linearization method.
Discussion and Conclusion. The developed algorithm allows finding a numerical solution 
to the problem of optimal control of a chemical-technological process with terminal con-
straints. The solution does not depend on the choice of the initial approximation.
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Введение
Основная задача промышленного 

предприятия состоит в максимально эф-
фективном использовании имеющихся 
ресурсов с минимальными издержками 
производства. Решить данную пробле-
му можно путем применения цифро-
вых двойников химико-технологических 
процессов. Это позволит смоделировать 
работу технологической установки или 
конкретный химико-технологический 
процесс.

Поэтому возникает необходимость 
в установлении тесной связи произ-
водства и научных организаций для 
создания новых цифровых технологий 
и решения ряда задач по оптимизации 
и модернизации, в частности определе-
ния оптимальных параметров проведе-
ния химико-технологических процес-
сов в различных условиях.

Задачу определения оптимальных 
режимных параметров ведения хими-
ко-технологических процессов мож-
но решить путем применения методов 
математического моделирования. Для 
ее формализации необходимо соста-
вить математическую модель процес-
са (например в виде системы диффе-
ренциальных уравнений), выделить 
управляющие параметры и область их 
изменения, а также обозначить кри-
терий качества управления. В задачах 
оптимального управления ограниче-
ния могут быть наложены не только на 
управляющие параметры, но и на фазо-

вые переменные. Если ограничения на 
фазовые переменные заданы в конеч-
ный момент времени функционирова-
ния системы, то такая задача является 
задачей с терминальными ограничени-
ями [1]. Разработка численных методов 
решения задачи оптимального управле-
ния с терминальными ограничениями 
представляет научный и практический 
интерес, поскольку более сложные за-
дачи с фазовыми и промежуточными 
ограничениями могут быть сведены 
к терминальным задачам путем приме-
нения математических редукций [2]. 

Цель работы – разработка числен-
ного алгоритма решения задачи опти-
мального управления химико-техноло-
гическим процессом с терминальными 
ограничениями.

Обзор литературы
Для решения задач оптимального 

управления с фазовыми ограничениями 
существует несколько подходов. Один 
из них предполагает вывод точных ус-
ловий оптимальности и исследование 
свойств получаемых решений [3; 4]. Не-
обходимые условия оптимальности ре-
шений задач оптимального управления 
с фазовыми ограничениями в форме 
принципа максимума Понтрягина по-
лучены как в работах российских ав-
торов [5; 6], так и в зарубежных иссле-
дованиях [7; 8]. Однако при разработке 
численных алгоритмов решения задач 
оптимального управления данный под-
ход трудно реализовать на практике.
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Другой подход основан на примене-
нии метода штрафов для практической 
реализации алгоритмов решения зада-
чи оптимального управления с огра-
ничениями, наложенными на фазовые 
переменные. Основная идея метода 
штрафов заключается в замене задачи 
с фазовыми ограничениями на зада-
чу без ограничений путем добавления 
«штрафа» к критерию оптимальности. 
При этом последовательность решений 
новой задачи оптимального управле-
ния дает решение исходной задачи.

Разработке методов решения задач 
оптимального управления с терминаль-
ными ограничениями на основе метода 
штрафа посвящен ряд работ [9–13]. 
Численная реализация данного мето-
да представлена в работах, в которых 
последовательность оптимизационных 
задач без ограничений решается с по-
мощью градиентного метода [14; 15]. 
Однако недостатком градиентных ме-
тодов является чувствительность ре-
шения оптимизационной задачи к вы-
бору начального приближения, что 
может привести к попаданию решения 
в локальный экстремум или в область, 
противоречащую физическому смыслу 
задачи.

Основные трудности, возникающие 
при программной реализации методов 
решения задач оптимального управле-
ния, связаны с нелинейностью описа-
ния процесса, высокой размерностью 
пространства поиска, наличием фазо-
вых ограничений, а также чувствитель-
ностью найденного решения к началь-
ной точке поиска [16; 17]. Преодолеть 
перечисленные трудности позволяет 
применение эволюционных методов 
оптимизации, к которым относится ме-
тод искусственных иммунных систем.

Метод искусственных иммунных 
систем основан на имитации функцио-
нирования иммунной системы живых 
организмов. Функционирование за-
ключается в защите от неблагоприят-

ных внешних воздействий (патогенов, 
антигенов) [18–20]. В этом процессе 
основную роль играют защитные клет-
ки – антитела, вырабатываемые им-
мунными клетками и претерпевающие 
изменения в ходе борьбы с антигена-
ми и патогенами. Наиболее приспосо-
бленные для защиты антитела подав-
ляют чужеродные тела, и именно эти 
клетки запоминает иммунная система 
для их воспроизведения при повторной 
атаке организма схожим патогеном.

В настоящее время искусствен-
ные иммунные системы находят ши-
рокое применение при решении задач 
распознавания образов [21], прогно-
зирования [22], классификации [23], 
оптимизации [24] и оптимального 
управления [25].

По сравнению с классическими 
методами оптимизации метод искус-
ственных иммунных систем обладает 
рядом преимуществ, к которым мож-
но отнести независимость найденного 
решения оптимизационной задачи от 
начального приближения. Отсутствие 
чувствительности решения задачи к на-
чальному приближению достигается за 
счет того, что в начале поиска задается 
набор векторов возможных решений, 
которые заполняются случайными до-
пустимыми значениями и в ходе рабо-
ты алгоритма путем применения опера-
торов метода претерпевают изменения, 
приближаясь к решению оптимизаци-
онной задачи. По сравнению с другими 
эволюционными методами искусствен-
ные иммунные системы оперируют 
в своей работе лучшими решениями, 
найденными на предыдущей итерации 
поиска, что позволяет применять их 
при решении задач мультимодальной 
оптимизации [26].

В настоящей работе представлен 
пошаговый алгоритм для поиска чи-
сленного решения задачи оптималь-
ного управления химико-технологи-
ческим процессом с терминальными 
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ограничениями и его апробация на мо-
дельном примере.

Материалы и методы
Пусть динамика протекания хими-

ко-технологического процесса описы-
вается системой обыкновенных диф-
ференциальных уравнений 

dx
dt

f x t u t t= ( ( ), ( ), )            (1)

с начальными условиями

x x( ) ,0 0=                    (2)

где x t x t x t x tn
T( ) ( ( ), ( ),..., ( ))= 1 2  – век-

тор фазовых переменных; u t U( )∈ – 
параметр управления; U – множест-
во допустимых значений управления; 
t t∈ [ , ]0 1  – время, f (x(t), u(t), t) = ( f1(x(t), 
u(t), t), f2(x(t), u(t), t), …, fn(x(t), u(t), t))T – 
вектор-функция, непрерывная вместе со 
своими частными производными [27]. 

Пусть множество U задается нера-
венством

u u t ua b≤ ≤( ) ,                 (3)

где ua, ub – верхняя и нижняя допу-
стимые границы значений параметра 
управления.

Пусть на фазовые переменные в мо-
мент времени t1 наложены ограничения:

r x t j mj ( ( )) , , ,1 0 1= =           (4)

r x t j m pj ( ( )) , , ,1 0 1� � �       (5)

где rj (x) – непрерывно дифференцируе-
мые функции.

Введем функционал качества управ-
ления:

R u r x t( ) ( ( )) min .� �0 1         (6)

Требуется для химико-технологи-
ческого процесса, описываемого систе-
мой дифференциальных уравнений (1) 
с начальными условиями (2), найти та-

кую управляющую функцию u t U*( )∈ , 
с учетом ограничений (4), (5), для кото-
рой критерий оптимальности (6) при-
нимает минимальное значение.

Для решения задачи оптимального 
управления (1)–(6) применим метод 
штрафов и метод искусственных им-
мунных систем.

Для того чтобы применить метод 
штрафов, необходимо построить но-
вый критерий оптимальности, содер-
жащий штрафной функционал W(u, sk), 
значение которого равно нулю при вы-
полнении ограничений (4), (5) и боль-
ше нуля в противном случае. Поэтому 
введем в рассмотрение критерий опти-
мальности

P u R u W u sk( ) ( ) ( , ) min,� � �   (7)

где W(u, sk) – штрафной функционал, 
определяемый по формуле

W u s

s
r x t r x t

k

k

j
j

m

j
j m

p

( , )

| ( ( ) | (max( , ( ( ))))

�

� �
�

�
�

� � �
� �2

01
2

1
1

2

1

��

�
�,

где k – номер итерации, sk – параметр 
штрафа.

На каждой итерации поиска реше-
ния необходимо найти решение задачи 
оптимального управления без ограни-
чений. Найденный параметр управ-
ления u*(t) становится начальным для 
следующей итерации с увеличенным 
значением параметра штрафа.

Последовательность решений зада-
чи оптимального управления (1)–(3), (7) 
дает решение исходной задачи (1)–(6).

Для решения задачи оптимального 
управления (1)–(3), (7) применим ме-
тод искусственных иммунных систем. 
Критерий оптимальности (7) соответ-
ствует понятию приспособленности 
иммунной клетки к борьбе с антигена-
ми и патогенами и представляет собой 
фитнес-функцию. Пусть иммунной 
клеткой является вектор управляющих 
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параметров u = (u1, u2, .., ul), а набор из 
count_u таких векторов составляет по-
пуляцию

u u u u i count ui i i
l
i= =( , ,..., ), , _ .1 2 1  (8)

Наиболее приспособленной иммун-
ной клетке u соответствует наимень-
шее значение фитнес-функции (7), так 
как решается задача на поиск миниму-
ма критерия оптимальности.

Результаты исследования
Сформулируем численный алго-

ритм решения задачи оптимального 
управления с терминальными ограни-
чениями, основанный на комбинации 
метода штрафов и метода искусствен-
ных иммунных систем:

1. Задать параметры алгоритма 
искусственных иммунных систем: на-
чальное значение параметра штрафа s0, 
размер популяции count_u, количество 
иммунных клеток с наихудшим значе-
нием фитнес-функции maxf, количест-
во клеток-родителей для селекции sel, 
количество клонов для оператора кло-
нирования klon, параметр оператора 
мутации mut, параметры завершения 
поиска решения ε1, ε2. 

2. Случайным образом заполнить 
начальную популяцию иммунных кле-
ток (8) допустимыми значениями  из 
области U.

3. Вычислить значение фитнес-
функции (7) для каждой иммунной 
клетки ui, i count u= 1, _ .

4. Применить к текущей популяции 
оператор клонирования. Для этого вы-
брать наиболее приспособленные им-
мунные клетки (клетки-родители) и со-
здать для каждой klon копий.

5. Применить к каждому векто-
ру-клону оператор мутации. Для это-
го сгенерировать случайные числа 
q u ub j

i
1 0� �[ , ], q u uj

i
a2 0� �[ , ], q3 0 1∈ [ , ]  

для каждой клетки-родителя. Коор- 
динаты клона вычислить по форму-
ле [28]:

u
u q mut q

u q mut qmut
i j

i

j
i

�
� � �

� � �

�
�
�

��

1 3

2 3

0 5, , ,

, 0,5.

6. Вычислить значение фитнес-функ-
ции (7) для каждой клетки-мутанта.

7. Применить к каждому клону-
мутанту оператор селекции. Для этого 
выбрать среди них наиболее приспосо-
бленные клетки и поместить в популя-
цию вместо клетки-родителя при усло-
вии, что она менее приспособлена по 
сравнению с клоном-мутантом.

8. Случайным образом сгенери-
ровать maxf новых иммунныx клеток 
и вычислить для них значение фитнес-
функции. 

9. Выбрать из популяции maxf 
наименее приспособленные иммунные 
клетки и заменить их новыми клетками.

10. Проверить условие окончания 
поиска решения задачи оптимального 
управления без ограничений. Если из-
менение значения фитнес-функции не 
превышает заданной малой величины 
ε1, то выбрать из последней популяции 
клетку u* с наименьшим значением фит-
нес-функции, иначе перейти к шагу 4. 

11. Проверить условие окончания 
работы алгоритма. Если W u sk( , ) ,* � �2  
то увеличить штраф по правилу:

s sk k� � �1 10 .

В качестве начальной популя-
ции для следующей итерации алгорит-
ма задать наиболее приспособленную 
иммунную клетку u*. Затем перейти 
к шагу 4.

Если W u sk( , ) ,* � �2  то остановить 
работу алгоритма. Решением задачи 
оптимального управления будет наибо-
лее приспособленная иммунная клетка 
u* из последней популяции.

Найдем численное решение зада-
чи оптимального управления с терми-
нальными ограничениями с помощью 
описанного алгоритма. 
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Пусть химико-технологический про- 
цесс описывается системой обыкновен-
ных дифференциальных уравнений

dx
dt

u

dx
dt

x

1

2
1

�

�

�

�
��

�
�
�

,

,
                   (9)

где x t x t x t( ) ( ( ), ( ))= 1 2  – вектор фа-
зовых переменных; u(t) – параметр 
управления; t ∈ [ , ]0 1  – время функцио-
нирования системы.

Область допустимых значений па-
раметра управления задается неравен-
ством:

u t( ) .≤ 1                   (10)

Пусть заданы начальные значения 
фазовых переменных:

x x1 20 0 0( ) ( ) .= =           (11)

На значение фазовой переменной x1 
в конечный момент времени наложено 
ограничение вида

x1 1 0( ) .=                    (12)

Пусть критерий оптимальности име-
ет вид

R u x t dt( ) ( ) min.� �� 2
0

1

     (13)

Необходимо для химико-техно-
логического процесса, описываемого 
системой обыкновенных дифференци-
альных уравнений (9) с начальными ус-
ловиями (10), найти такое управление 
u*(t), при котором выполнены ограни-
чения (10), (12) и достигается минимум 
критерия оптимальности (13).

Критерий оптимальности со штраф-
ным функционалом в нашем случае 
имеет вид

P u x t dt
s

x
k

( ) ( ) ( ) min .� � � � �� 2
0

1

1

2

2
1  (14)

Для решения поставленной задачи 
оптимального управления в среде ви-
зуального программирования Delphi 
реализовано программное средство, 
в основу которого положен разработан-
ный комбинированный алгоритм.

Численное решение системы обык-
новенных дифференциальных уравне-
ний (9) с начальными условиями (11) 
найдено с помощью метода Рунге – Кут- 
ты четвертого порядка. 

Разработанный алгоритм применен 
со следующими параметрами: s0 = 0,01, 
count_u = 40, maxf = 10, sel = 15, 
klon = 10, mut = 0,5, ε1 = ε2 = 10–4.

В результате решения задачи (9)–(13) 
с помощью разработанного алгоритма 
определено оптимальное управление 
u*(t) (рис. 1) и соответствующая ему 
оптимальная траектория процесса 
(рис. 2). При этом R umin

*( ) , ,� �0 2497  
а x1

171 2 4 10( ) , .� � � �

Для оценки решения задачи 
(9)–(13), найденного с помощью разра-
ботанного комбинированного алгорит-
ма, сравним его с решением, получен-
ным в работе В. А. Срочко с помощью 
метода игольчатой линеаризации (обо-
значим его u tIL

* ( ))1. 
Согласно В. А. Срочко, 

u t
t

t
IL
* ( )

, , ,

, , .
�

� � �
��

�
��

� �
�
�

�
��

�

�
��

�
�
�

1 0
1
2

1
1
2
1

Относительная погрешность рас-
считанного вектора оптимального 
управления u* составила δ(u*) = 1,9 %, 
поэтому можно сделать вывод о кор-
ректной работе комбинированного 

1 Срочко В. А. Итерационные методы решения задач оптимального управления. М. : Физмат-
лит, 2000. 160 с. URL: https://search.rsl.ru/ru/record/01000686861 (дата обращения: 10.05.2022).

https://search.rsl.ru/ru/record/01000686861
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Р и с.  1.  Оптимальное управление
F i g.  1.  Optimal control

Р и с.  2.  Оптимальная траектория процесса
F i g.  2. Optimal process trajectory

алгоритма решения задачи оптималь-
ного управления химико-технологиче-
ским процессом с терминальными ог-
раничениями.

Обсуждение и заключение
Таким образом, разработанный ал-

горитм позволяет найти решение задачи 
оптимального управления химико-тех-
нологическим процессом при наличии 
ограничений на фазовые переменные 
и на параметр управления. Работа ал-
горитма основана на применении ме-
тода штрафов и метода искусственных 
иммунных систем. С помощью метода 

штрафов исходная задача с терминаль-
ными ограничениями сводится к задаче 
оптимального управления без ограниче-
ний, решение которой ищется с помо-
щью метода искусственных иммунных 
систем. Особенностью разработанного 
алгоритма решения задачи оптимально-
го управления с терминальными огра-
ничениями является независимость от 
начальной точки поиска решения.

С помощью алгоритма проведен вы-
числительный эксперимент для модель-
ной задачи оптимального управления 
химико-технологическим процессом. 
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В результате расчетов определены па-
раметры оптимального управления, 
обеспечивающего достижение мини-
мального значения критерия оптималь-
ности, и соответствующая оптималь-
ная траектория процесса. Приведено 

сравнение полученного численного 
решения модельной задачи с решени-
ем, рассчитанным с помощью метода 
игольчатой линеаризации. Показано, 
что относительная погрешность най-
денного решения не превышает 2 %.   
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