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Введение. В статье рассматриваются математические модели двух основных клас-
сов процессов в стохастических продуктивных системах. Для многостадийной 
системы определены условия принадлежности классу «точно в срок» или классу 
с бесконечным носителем функции распределения времени выполнения продук-
тивных операций. 
Материалы и методы. Описания и исследования моделей осуществляются траек-
торными (мартингальными) методами. Для систем «точно в срок» и многостадий-
ных стохастических продуктивных систем используются термины и методы процес-
сов случайного блуждания в случайной среде и процессов размножения и гибели. 
Результаты сформулированы в описаниях характеристик интенсивностей компенса-
торов точечных считающих процессов.
Результаты исследования. Приведены и доказаны две теоремы, обосновывающие 
предложенную классификацию математических моделей продуктивных систем. 
Даны критерии принадлежности стохастической продуктивной системы классу 
«точно в срок». Доказана теорема о несовместности групп систем «точно в срок» 
и систем с бесконечным носителем распределения времени выполнения операций.
Обсуждение и заключение. Полученные результаты показывают целесообразность 
анализа стохастических продуктивных систем мартингальными методами. Описа-
ния в терминах интенсивностей компенсаторов продуктивных процессов допускают 
обобщения.
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Introduction. The article deals with mathematical models of two main classes of process-
es in stochastic productive systems. For a multistage system, conditions of belonging to 
a “just-in-time” class or a class with infinite support of the time distribution function for 
productive operations are determined.
Materials and Methods. Descriptions and investigations of models are carried out by tra-
jectory (martingale) methods. For “just-in-time” systems and multistage stochastic pro-
ductive systems, terms and methods of random walks in a random environment and birth 
and death processes are used. The results are formulated as descriptions of intensity char-
acteristics of equalizers of point counting processes.
Results. Two theorems are given and proved; they justify the proposed classification of the 
mathematical models of productive systems. The criteria of the belonging of the stochastic 
productive system to the class “just-in-time” are given. A theorem on the incompatibility 
of groups of “just-in-time” systems and systems infinite support of the time distribution 
for operations is proved.
Discussion and Conclusion. The results show the feasibility of analyzing stochastic pro-
ductive systems by martingale methods. The descriptions of terms of intensities of the 
equalizers time of productive processes admit generalization.
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Введение
В настоящей работе предлагается 

метод описания стохастических про-
дуктивных систем и соответствующих 
процессов выполнения операций в до-
статочно общих случаях. В современ-
ном промышленном производстве, как 
и при высокотехнологичной органи-
зации сельскохозяйственного произ-
водства, наблюдается определенная 
общность подходов и методов организа-
ции продуктивных процессов, обусло- 
вленная возможностями планирования. 
Методами построения формальных ма-
тематических моделей обосновывается 
простая классификация стохастиче-
ских продуктивных систем и соответ-
ствующих процессов выполнения опе-
раций в достаточно общих случаях. 

В работе решается проблема по-
строения и исследования математиче-
ской модели стохастической (то есть 
подверженной случайным возмущени-
ям) продуктивной системы. Важней-
шим частным случаем таких объектов 
является система выполнения опера-
ций «точно в срок». Возникший пер-
воначально для задач промышленного 
производства, этот метод организации 
жизненного цикла распространился 
в  последнее десятилетие на методы 
программирования, обучения и тре-
нировок, лечения и многое другое. 
При этом остаются неразработанными 
и  неисследованными математические 
модели, отвечающие задачам опти-
мального управления, планирования 
оценивания параметров и уровней ри-
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сков. В задачах практической реализа-
ции таких систем ряд авторов создавал 
описания, сводящиеся к задачам логи-
стики. Однако случайные возмущения 
(например, возврат «забракованных» 
операций разработки конструкторской 
документации на переработку, изме-
нения в урожайностях или в скорости 
роста деревьев в лесоводстве, откло-
нения в  интенсивностях выполнения 
операций и многое другое) авторы до 
настоящего времени пытались свести 
к простым аддитивным добавкам, как 
правило, с гауссовским законом рас-
пределения. 

Темой исследования является по-
строение в общих траекторных терми-
нах такого математического описания, 
которое могло бы соответствовать прин-
ципу «точно в срок» и отклонениям от 
него. Также описание должно позволять 
разброс в интенсивности («скорости») 
выполнения операций с  известными 
номерами и таким образом использо-
вать метод случайной среды, которая 
и является набором этих интенсивно-
стей. Описания, следовательно, долж-
ны опираться на разработанные авто-
рами траекторные (известные также 
как мартингальные) методы построе-
ния моделей. Наряду с целью форми-
рования модели, в работе необходимо 
решить следующие принципиальные 
задачи: определить условия, при ко-
торых система может являться «точно 
в срок» и решить задачу о возможности 
«совмещения» такого описания с моде-
лью, не имеющей финитного носителя 
(когда с положительной вероятностью 
операции могут быть не выполнены за 
большое время). Эта последняя зада-
ча не является такой уж абстрактной, 
ведь, по существу, это иная формули-
ровка проблемы о совместимости боль-
шинства теорий старения с теорией за-
программированной смерти.

Методы при построении и иссле-
довании моделей использовались тра-
екторные (мартингальные) в терминах 
точечных считающих процессов.

Обзор литературы
Анализу продуктивных систем по-

священо большое количество работ. 
В последние годы возрастает роль мо-
делирования и различных описаний 
систем, подвергающихся случайным 
возмущениям, то есть стохастическим 
системам, которым и посвящена насто-
ящая работа. Необходимо это, прежде 
всего, для задач управления, прогнози-
рования и оценивания параметров та-
ких систем.

Прежде всего необходимо отме-
тить, что используемый здесь термин 
«продуктивная система» не является 
устоявшимся в русскоязычной науч-
ной литературе, посвященной вопро-
сам моделирования. Это объясняется 
тем, что он восходит к широко исполь-
зуемым в  англоязычных источниках 
двум близким терминам: production 
system и productive system. Первый из 
них – production system – используется 
преимущественно для рассмотрения 
систем производства (систем ману-
фактуры), конструирования, техно-
логических процессов, инженерных 
систем. Следует отметить (в качестве 
примеров стохастического описания 
моделей) работы, которые выполнили 
С. Пань и Ш. Ли [1], а также А. Фаз-
лирад и Т. Фрайхайт [2]. При этом тер-
мин production system, как правило, 
сочетается со словами inventory или 
manufacturing. Второй англоязычный 
термин  – productive system – имеет 
более широкое применение. Так, он, 
включая перечисленные объекты мо-
делирования, используется еще и при 
анализе вопросов эффективности, 
сельскохозяйственных систем, в лесо-
водстве, при анализе критических со-
стояний систем. Ц. Чжэнь [3] и С. Гуп-
та [4] провели исследования, которые 
стали примерами стохастических опи-
саний соответствующих систем. Стоит 
заметить, что все сказанное выше так 
же относится и к популярному совре-
менному объекту научных исследова-
ний «точно в срок», прообразом кото-
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рого служит англоязычный термин just 
in time (just-in-time).

Перед тем как обсудить методы вы-
полнения операций в продуктивных 
системах, организованных по принци-
пу «точно в срок», укажем, что приве-
денные здесь (а также иных моделях) 
случайные возмущения (стохастич-
ность) рассматриваются как простые 
аддитивные (и, как правило, гауссов-
ские) «добавки» к стандартным детер-
министским описаниям. Такого рода 
описания доминируют, как хорошо из-
вестно, в анализе логистических задач 
(например, в транспортных задачах). 
Однако возмущения, присущие даже 
системам производства, не сводятся 
к  логистическим проблемам. Продук-
тивные системы подвержены ограни-
чениям на интенсивности выполнения 
операций, случайным явлениям воз-
вращений на переработку и доработку, 
случайным отказам, стохастическим 
процедурам восстановления и многому 
другому. Также оказывается заведомо 
стохастическим описание прохожде-
ния многостадийных фаз жизненного 
цикла биологических объектов. Еще 
один подход, реализованный в упомя-
нутых работах, сводится к описанию 
продуктивной системы как простой 
марковской цепи, что также далеко не 
всегда соответствует реальным объек-
там (и в силу отсутствия марковского 
свойства, и ввиду непрерывности вре-
мени выполнения операций).

Для того чтобы преодолеть указан-
ные трудности моделирования, раз-
рабатывались модели в траекторных 
терминах (называемых также мартин-
гальными), в терминах точечных или 
считающих процессов. Необходимо от-
метить работу, выполненную А. А. Бу-
товым и А. А. Коваленко [5]. Эта рабо-
та построена на принципах, развитых 
А. А. Бутовым [6]. Упомянутые модели 
прохождения многостадийного жиз-
ненного цикла биологическими объек-
тами разрабатывалось А. А. Бутовым 
в соавторстве с рядом ученых [7; 8].

Описание и математическое мо-
делирование систем «точно в срок»,  
являющихся важнейшим классом про-
дуктивных систем, восходят к основопо-
лагающим (но не «математизированным» 
и  не вероятностным) работам Й.  Суги-
мори и  других [9], а также М.  Йаявуза 
и Э. Ачкали [10]. Наряду с инженерны-
ми, производственными и  технологиче-
скими системами, организованными по 
принципу «точно в  срок», в последние 
годы возникли системы обучения «точ-
но в срок», представленные в работе 
С.  Килли, Э.  Моррисона [11], в  сфере 
программирования – в работе Т.  Папе, 
К. Ф. Больца, Р. Хиршфельда [12].

Отметим, что представленные в на-
стоящей работе описания позволяют ма-
тематически формализовать известную 
проблему – существует ли в системе био-
логических объектов программируемое 
прохождение стадий жизненного цикла 
в форме программируемого старения 
и программируемой смерти. Работы на 
эту тему, как правило, носят описатель-
ный характер и плохо поддаются мате-
матическому моделированию. Укажем 
лишь отдельные из них, посвященные 
рассуждениям о  программируемой 
смерти – Б.  Т.  Вайнерт и  П. С. Тими-
рас [13], Дж. Миттельдорф [14; 15], 
М. В. Благосклонный [16], А. Ковальд, 
Т. Б. Л.  Кирквуд [17], Дж. Ван Раамс-
донк [18]. При этом существенной осо-
бенностью рассматриваемых на основе 
терминологии процессов выполнения 
операций в  продуктивной системе яв-
ляется многостадийность процессов, 
модели которой разработаны А. А. Бу-
товым и  соавторами [19; 20]. Настоя-
щая работа исходит из возможности 
описания многостадийных процессов 
выполнения операций в терминах слу-
чайных блужданий и  процессов раз-
множения и гибели, описанных в рабо-
тах А. А. Бутова [6; 21], Л. С. Т. Хо [22] 
и П. Янга [23]. 

Материалы и методы
Рассмотрим модели продуктивных 

систем следующих двух типов: 
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(a) апериодического производства 
за ограниченное время; 

(b) апериодического производства 
за время с неограниченным носителем 
функции распределения.

При этом как система (a), так и (b) 
могут допускать (I) циклическое про-
изводство, (II) непрерывное производ-
ство. Целью данной работы является 
обоснование выделения двух непере-
секающихся классов моделей: (a) и (b).

Математическим обоснованием 
данной классификации служат при-
веденные ниже теоремы. Представим 
формальное математическое описание 
стохастической модели выполнения 
операций. Работа выполнена в мартин-
гальных терминах, траекторными ме-
тодами.

Рассмотрим стохастический базис 
B F= = ≥( , , ( ) , )Ω F Ft t P0  (то есть ве-
роятностное пространство Ω, ,F P( ),  
снабженное неубывающим непре-
рывным справа потоком σ-алгебр 
F = ≥( )Ft t 0, пополненным по мере P 
[5; 6; 21; 24]). На B  определим про-
дуктивный процесс X Xt t= ≥( ) 0, за-
ключающийся в выполнении конеч-
ного положительного и целого числа 
K операций. Траектории процесса X 
предполагаются регулярными (то есть 
непрерывными справа при t ≥ 0 и име-
ющими предел слева при t > 0). В каче-
стве процесса выполнения рассмотрим 
невозрастающий процесс случайно-
го блуждания в случайной среде E =
= ( ) −( ){ }≥ ≥λ λt t t tK( ) , , ( )1 1

0 0
 , где 

неотрицательные случайные функции 
λt i( ) являются F0-измеримыми при 
всех i ≥ 1 и t ≥ 0 [6]. Пусть случайная 
величина X Xt t= ∈( ), ,ω ω Ω  является 
числом еще не выполненных операций 
продуктивного процесса ∀ ≥t 0. Тогда 
для процесса случайного блуждания 
(рассматриваемого в качестве модели 
выполнения K операций) справедливы 
соотношения: X Kt∈{ , , , }0 1  при t ≥ 0, 
X K0 1 2= ∈{ , , }  и ∆X X Xt t t= − ∈−

∈ −{ , }1 0  при t > 0 (где X Xt
s t

s−
→ −

= lim
0

). 

Процесс выполнения может быть пред-
ставлен в виде:

X K At t= − ,                (1)

где A0 0=  и неубывающий про-
цесс A At t= ≥( ) 0 равен A I Xt s

s t
= = −

< ≤
∑ { },∆ 1

0

 
A I Xt s

s t
= = −

< ≤
∑ { },∆ 1

0

 где I{}⋅  – инди-

каторная функция, то есть I true{ }=1,  
I false{ }= 0. При последовательном 
выполнении процесс A является то-
чечным считающим процессом и, сле-
довательно, скачкообразным неубы-
вающим субмартингалом со скачками 
∆A I Xt t∈ ≤ −{ , ( )}0 1 . Следовательно, 
в разложении Дуба – Мейера для компен-
сатора Ã [6; 24] справедливо равенство:

A a I X dst s s

t
= ⋅ ≤∫ { }1

0

,       (2)

где интенсивность скачков at≥0 опре-
деляется случайной средой E :

a i I X it t t
i

K
= ⋅ =

=
∑λ ( ) { }

1

.     (3)

На базисе B  для каждого последо-
вательного номера i K K∈ −{ , , , }1 1  
марковский момент τ ( )i  является вре-
менем начала выполнения i-й опера-
ции: τ ( )K =0 и для i K∈ −{ , , }1 1 :

τ τ( ) inf{ ( ) : }i t i X it= > + =1 .   (4)

Момент завершения всего продук-
тивного процесса τ ( )0  (несоответству-
ющий началу выполнения операции) 
определяется аналогично:

τ τ( ) inf{ ( ) : }0 1 0= > =t Xt .     (5)

Для момента τ ( )0  также имеет ме-
сто равенство τ ( ) inf{ : }0 0 0= > =t Xt .  
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Для марковских моментов τ ( )i  P – по-
чти наверное (то есть с единичной ве-
роятностью) справедливы неравенства:

τ τ τ τ( ) ( ) ( ) ( )K K< − < < <1 1 0 . (6)

Если P{ ( ) }τ 0 1<∞ = , то процесс вы-
полнения конечен. Тогда τ ( )i  – моменты 
остановки на B. В этом случае при всех 
x∈ −∞ ∞( , ) определена функция распре-
деления F x P xτ τ( ) ( ) { ( ) }0 0= ≤  и для всех 
i K∈{ , , } 1  – условные функции распре-
деления F x P i xi

i
iτ ττ

( )
( )

( )( ) ( ) |− = − ≤{ }1
1 F . 

Из (6) следует, что P – почти наверное 
для всех i K∈{ , , } 1  выполняются ра-
венства:

F F ii
i

τ τ τ( ) ( )
( )

( ) ( ( ))0 1
0 0= =− .   (7)

Заметим, что в случае K > 1, F xτ ( ) ( )0  
не совпадает со случайной функци-
ей F xτ ( )

( )
( )

0
1 , поскольку F xτ ( )

( )
( )

0
1

0=  при 
x≤τ ( )1 .

Определение
Конечный процесс выполнения 

X Xt t= ≥( ) 0 называется «точно в срок» 
(или процесс «точно в срок T»), если 
существует такое число T∈ ∞( , ),0  что:

P T{ ( ) }τ 0 1≤ =  и P T{ ( ) }τ ε0 0> − >  
∀ >ε 0.                       (8)

В модели мы предполагаем, что 
распределение процесса X определяет-
ся случайной средой E. Следовательно, 
случайные функции и F xi

i
τ ( )
( )

( )−1  при 
всех i K∈{ , , } 1  и функция распределе-
ния F xτ ( ) ( )0  абсолютно непрерывны, 
то есть существуют плотности распре-
деления моментов. Наряду с процессом 
X в модели рассмотрим вспомогатель-
ный процесс одного скачка N Nt t= ≥( ) 0 
с N I Xt t= ≥ ={ }1 I t{ ( )}<τ 0 . Разложения 
Дуба – Мейера для N на стохастическом 
базисе B N = ( , , ( ) , )Ω F FF N t

N
t P= ≥0   

(с Ft
N

sN s t= ≤σ ( ; )) по теореме Делла-
шери [24] имеют вид:

N N ds mt s s t
N

t
= − ⋅ +∫1

0

µ ,       (9)

где

µ τ
τt

dF t dt
F t= −

( )

( )

( )/

( ( ))
0

01 ,  (10)

а ( )mt
N
t≥0 – квадратично интегрируе-

мый мартингал. 
Результаты исследования
Предложение
Условие (8) «точно в срок T» для 

процесса X эквивалентно (11):

µs
t
ds < ∞∫

0
 при t T< , и µs

T
ds = ∞∫

0

. (11)

Доказательство
Как следует из (7) и (10), 

µ τs

t
ds F t= −( )∫ log ( )( )1 0

0

, что и доказы-

вает (8).
Предложение доказано

Обозначим ϕ λt s

t
i i ds( ) ( )=∫
0

 и Φ(t) =  

Φ( ) min ( )t i
i K

t= { }
≤ ≤1

ϕ  при Φ( ) min ( )t i
i K

t= { }
≤ ≤1

ϕ .

Модель с финитным носителем 
процессов выполнения операций в слу-
чайной среде

Теорема 1 (критерий «точно в срок»)
Процесс X в случайной среде E  яв-

ляется «точно в срок T» тогда и только 
тогда, когда P – почти наверное выпол-
няются условия (12) и (13):

Φ( )t <∞  при t T< ,           (12)
Φ( )T =∞.                (13)

Доказательство
Аналогично N Nt t= ≥( ) 0  рассмо-

трим для всех номеров i K∈{ , , } 1  
вспомогательные процессы N i N it t( ) ( ( ))= ≥0
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N i N it t( ) ( ( ))= ≥0 с N i I X i I t it t( ) { } { ( )}= ≥ = < −τ 1   
на стохастических базисах B F( ) ( ) ( )

( , , ( ) , )i i
t
i
t P= = ≥Ω F F 0 

B F( ) ( ) ( )
( , , ( ) , )i i

t
i
t P= = ≥Ω F F 0

 с Ft
i

si N i s t( )
( ), ( );= ≤( ){ }σ τ

Ft
i

si N i s t( )
( ), ( );= ≤( ){ }σ τ . Разложения Дуба – 

Мейера процессов N(i) на B ( )i  имеют 
вид:

N i N i i ds mt s s t
N i

t
( ) ( ) ( )

( )= − ⋅ +∫1
0

µ , (14)

где при всех i K∈{ , , } 1 :

µ τ

τ
t

i
i

i
ii

dF t dt

F t
( )

( )/

( ( ))

( )
( )

( )
( )

=
−

−

−

1

1
1

,

а ( )
( )mt

N i
t≥0 – соответствующие ква-

дратично интегрируемые мартингалы. 
Отметим, что в случае K > 1, B BN ↑ ( )1 ,  
поскольку F Ft

N
t↑ ( )
.

1  Поэтому µ µt t≠ ( )1 .  
Из (1), (2), (3) и (12) получаем, что при 
всех i K∈{ , , } 1 :

µ λt t ti i I X i( ) ( ) { }= ⋅ = .        (15)

Покажем достаточность условий 
теоремы. Из (6) и (13) следует, что для 
каждого номера i K∈{ , , } 1  P – почти 
наверное выполняется соотношение

lim ( ) ( ) .( )
t T

t ii i
→

−{ }=∞ϕ ϕτ        (16)

Пусть ν τt t ii N i( ) ( ) | ( )= { }Ε F  – услов-
ное математическое ожидание N it ( ).  
Тогда из (14) и (15) следует, что при 
t i≤τ ( ) ν t i( )=1 и при t i T∈( ( ), )τ :

ν ν λ
τ

t s s
i

t
i i i ds( ) ( ) ( )

( )

= − ⋅∫1 .     (17)

Решением (17) является случайный 
процесс:

ν τ ϕ ϕτt t ii I t i i i( ) { ( )} exp ( ( ) ( ))( )= > ⋅ − −{ }. 
(18)

Из чего следует, что ν ϕ ϕτT
t T

t ii i i( ) lim exp ( ( ) ( ))( )= − −{ }
→

 
ν ϕ ϕτT

t T
t ii i i( ) lim exp ( ( ) ( ))( )= − −{ }

→
 P – по-

чти наверное. Из (16) получаем, что 
для всех i K∈{ , , } 1  νT i( )=0  P  – по-
чти наверное, откуда и получаем, что 
P XT{ }≥ =1 P NT{ }≥ =1 NT = Ε NT ( )1 0{ }= . 
Из (6), (12) и (18) также получаем, что 
Nt >0 при любых t T< . Достаточность 
доказана. Покажем необходимость ус-
ловий теоремы. Условие (12) очевид-
но необходимо (в противном случае 
из (18) следовало бы, что P Xu{ }= =0
I true{ }=1 при каком-то значении u T< ).  
Доказательство необходимости (13) 
проводится от противного. Опреде-
лим для каждого номера i K∈{ , , } 1  
и для каждого числа n≥1 множество 

Γ Ωn
s

T
i i ds n( ) : ( )= ∈ ≤












∫ω λ
0

. Заметим, 

что Γn i( )∈F0. Если (13) не выполнено, 
то существуют такой номер i K∈{ , , } 1  
и конечное число n, что P in{ ( )}Γ >0.  
Рассмотрим процесс X Xt t= ≥( ) 0   
с X X I it t

n= ⋅ { ( )}Γ , а также x Xt t i= { }Ε | ( )Fτ .  
Из (18) получаем, что x iT ( )=
= ⋅ ⋅ − −{ }≥

→
i I i i in

t T
t i{ ( )} lim exp ( ( ) ( ))( )Γ ϕ ϕτ

≥ ⋅ −{ }>I i nn{ ( )} expΓ 0, что противоре-
чит (8), поскольку на множестве Γn i( ) 
значения XT  и XT  совпадают. Теорема 
доказана.

Несовместность моделей
Рассмотрим семейство моделей 

с процессами выполнения операций 
X T X Tt t( ) ( ( ))= ≥0 «точно в срок T». 
Пусть время T T= ∈( ), ,ω ω Ω  является 
строго положительной F0-измеримой 
случайной величиной. Возникает во-
прос, существует ли такое распределе-
ние моментов времени T, с некоторой 
плотностью ρ ρ( ) ( )t tT= , t≥0, что ре-
зультирующая модель соответствует 
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процессу с плотностью вероятности 
моментов завершения выполнения 
операций, обладающей бесконечным 
носителем (а не финитным, как в слу-
чае с «точно в срок»)? Например, мо-
гут ли моменты смерти в гипотезе 
программируемой смерти быть так 
распределены, чтобы результирующая 
кривая дожития соответствовала схеме 
Гомпертца или ее аналогам? В рассмо-
трении мы предполагаем, что опре-
деляемая в  (10) функция µ µt t T= ( )  
отвечает «точно в срок T». Не ограни-
чивая общности мы предполагаем, что 
переходная функция – плотность веро-
ятности ρ( )t   – является гладкой функ-
цией. Заметим, что результирующему 
процессу X T( ) соответствуют момент 
завершения ς ( ) inf{ : ( ) }0 0 0= > =t X Tt  
аналогично τ ( )0  в схеме (4) – (5). Для 
него определим процесс одного скач-
ка N T N Tt t( ) ( ( ))= ≥0 с N I X Tt t= ≥ ={ ( ) }1
= <I t{ ( )}ς 0 . Разложения Дуба – Мейе-
ра для N T( ) на стохастическом базисе 
BN T( ) = ( , , ( ) , )( ) ( )Ω F FF N T t

N T
t P= ≥0   

(с Ft
N T

sN T s t( )
( ( ); )= ≤σ ) аналогично 

(9) – (10):

N T N T h ds mt s s t
N T

t
( ) ( )

( )= − ⋅ +∫1
0

,

h
dF t dt

F tt= −
ς

ς
( )

( )

( )/

( ( ))
0

01
,

а ( )
( )mt

N T
t≥0 – квадратично интегриру-

емый мартингал на BN T( ). Таким обра-
зом, задача сводится к вопросу о  су-
ществовании ρ( )t  такой, что конечная 
функция ht  интегрируема на любом 
конечном интервале.

Теорема 2 (о несовместности мо-
делей)

Не существует гладкой функции 
плотности ρ( )t  с финитным носителем 
такой, чтобы функция ht  была интег-
рируема на любом конечном интервале 
[ , ]0 u  с 0< <∞u .

Доказательство
Покажем справедливость утвер-

ждения от противного. Пусть при 
любом значении s, s > 0 момента 
T T= ∈( ), ,ω ω Ω  модель отвечает усло-
вию (8) «точно в срок s». Следователь-
но, выполняются соотношения (11) 
∀ >s s, :0

µt
s

s dt( )

0

∫ =∞.              (19)

Из того, что функция плотности 
распределения ρ(s) гладкая, следует, 
что существуют числа r и u такие, что 
0  ≤  r  <  u  <  ∞ и для некоторого ɛ > 0 
выполняется ρ(s) ≥ ɛ при всех s r u∈[ , ].  
Тогда:

h s s dst t= ⋅ ≥
∞

∫ ρ µ( ) ( )

0

ε µ⋅ ⋅ <∫ t
r

u
s I t s ds( ) { } .

(20)

Из (20) следует, что при любом u > 0,

h dtt
u

0
∫ ≥ ε µ⋅ ⋅ <













=∫∫ t
r

uu
s I t s ds dt( ) { }

0

= ⋅ < ⋅ ⋅ <∫∫ ε µI r s s I t s dsdtt

uu
{ } ( ) { }

00

.

Меняем порядок интегрирования 
и получаем из (19) неравенство:

h dtt
u

0
∫ ≥ ε µ⋅ < ⋅













=∫∫ I t s s dt dst

u

r

u
{ } ( )

0

= ⋅












= ∞∫∫ε µt
s

r

u
s dt ds( )

0

,
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что противоречит предположению об 
интегрируемости ht на [0, u].

Теорема доказана
Обсуждение и заключение
В работе дано общее определение 

систем «точно в срок» общего вида. 
В  Предложении и Теореме 1 сформу-
лированы условия принадлежности 
продуктивных систем классу «точ-
но в  срок». Как показано в Теореме  2, 
модели таких систем оказываются 
в  определенном смысле несовместны-
ми с моделями систем с бесконечными 
носителями распределения моментов 
завершения процессов выполнения 
операций. В частности, модели для про-
цессов с  заведомо сезонным режимом 
выполнения (например, в зерноводстве) 
несовместимы с моделями с потенци-
ально сколько угодно долго живущими 
объектами (например, в лесоводстве). 
Заметим, что также несовместны мо-
дели программируемого старения в ге-
ронтологии с моделями износа (напри-
мер, Гомпертца – Мейкхама).

Предлагаемый метод математиче-
ского описания и исследования доста-
точно легко может быть распространен 
на общий случай процессов случайно-
го блуждания в случайной среде (в том 
числе для процессов размножения 
и гибели).

В ряде случаев также целесо-
образно рассматривать X Xt t= ≥( ) 0  
как процесс размножения и гибели 
в детерминированной среде [21–23]. 
Для процесса выполнения значения 
Xt∈{ , , }0 1 2  при t ≥ 0 X K0 1 2= ∈{ , , }  
и ∆X X Xt t t= − ∈−∈ −{ , , }1 0 1  при t > 0. Тог-
да, вместо (1) имеем:

X K A Bt t t= − + ,            (21)

где A B0 0 0= =  и неубывающие про-
цессы A At t= ≥( ) 0 и B Bt t= ≥( ) 0 рав-
ны At= I X I Xs

s t
s{ } { }∆ =− ⋅ ≥

< ≤
−∑ 1 1

0

  

и B I Xt s
s t

= =
< ≤
∑ { }∆ 1

0

. Компенсаторы 

субмартингалов A и B, аналогично (2), 
представим как:

A a I X dst s s

t
= ⋅ ≤∫ { }1

0

, B b I X dst s s

t
= ⋅ ≤∫ { }1

0

.

 (22)

Интенсивности скачков at≥0 и bt≥0 
для процессов размножения и гибели 
в общем детерминированном случае 
определяются равенствами (27):

a s X s I Xs s s= ⋅ + ⋅ ≤α η( ) ( ) { }1 ,     (23)
b s X s I Xs s s= ⋅ + ⋅ ≤β γ( ) ( ) { }1 .     (24)

Тогда выполнение (8) в требовании 
«точно в срок T» определяется решени-
ем уравнения (29) для математического 
ожидания R i Xt t( )= { }Ε :

R K R ds

P X ds

t s s s

t

s s s

t

= + − ⋅ +

+ − ⋅ ≤

∫

∫

( )

( ) { } .

β α

γ η

0

0

1    (25)

При этом, как следует из Предло-
жения и Теоремы 1, даже в скалярном 
случае функция αs (а также в отдель-
ных случаях βs) не интегрируема. Для 
(21), (22), (23) и (24), как и для уравне-
ния (25), естественно, актуальны мно-
гомерные обобщения, что представимо 
в форме линейного операторного урав-
нения (см. [25]). Определение усло-
вий существования и единственности 
неотрицательного решения линейного 
интегрального уравнения в  настоящее 
время остается актуальной задачей, по-
скольку представления условий в  тер-
минах собственных значений опера-
торов в соответствующих Банаховых 
пространствах [25] даже в  простых 
(в том числе скалярных) случаях харак-
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теризуют траекторное поведение функ-
ций α β γs s s, ,  и ηs опосредованно.

Полезными и интересными пред-
ставляются дальнейшие исследова-

ния и для управляемых продуктив-
ных систем, в том числе для управ-
ляемых процессов случайного блу-
ждания.
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