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Введение. Актуальной задачей является развитие теории графена для поиска спосо-
бов управления его физическими и механическими свойствами. В статье исследо-
ваны электропроводные свойства графена (в частности, линейный закон дисперсии 
электронов и следствия из этого закона).
Материалы и методы. В качестве материала для построения теории были исполь-
зованы проверенные экспериментальные данные, а также основные положения 
физики твердого тела и квантовой механики. В статье использован универсальный 
синергетический принцип, согласно которому строятся две разноуровневые согла-
сованные математические модели движения квазичастиц в графене при воздейст-
вии электрического поля. На макроскопическом уровне графен предложено рассма-
тривать как кристалл, состоящий из трех параллельных плоскостей: две плоскости 
представляют собой электронный газ, еще одна является основной частью кристал-
ла. На микроскопическом уровне движение квазичастиц электронной волны описы-
вается уравнением Шредингера.
Результаты исследования. Получен альтернативный метод вывода линейного за-
кона дисперсии в графене на макроскопическом уровне. На основе анализа модели 
предложена гипотеза о согласованном движении пар электронов, образующих бо-
зон. Данная гипотеза отличается от традиционной, согласно которой квазичастицы 
в графене являются фермионами Дирака. Для проверки непротиворечивости гипо-
тезы рассмотрен эффект Холла в графене. Также из уравнения Шредингера выведен 
линейный закон дисперсии для пары электронов. Как макроскопическая, так и ми-
кроскопическая модели в достаточной степени согласуются с опытными данными.
Обсуждение и заключение. Основным результатом статьи является построение мно-
гоуровневой математической модели, адекватно описывающей электропроводные 
свойства графена (линейный закон дисперсии, аномальный эффект Холла). Практи-
ческая значимость состоит в создании возможности регулирования электропровод-
ных свойств графена путем воздействия на электронные пары.
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Introduction. Today, the development of the graphene theory to control its physical and 
mechanical properties is a relevant objective. The paper deals with the conducting proper-
ties of graphene. In particular, the paper investigates the linear law of electron dispersion 
and traces its corollaries.
Materials and Methods. The development of the theory is based on the verified experi-
mental data and on the foundamental principles of the solid body theory and quantum 
mechanics. The study follows the universal synergetic principle according to which, there 
have been developed two split-level mathematical models of the quasi-particle motion 
in graphene on exposure to the electric field. On the macroscopic level, we suggest that 
graphene should be analyzed as a crystal consisting of three parallel planes. Two of them 
are electron gas. The remaining one is the main body of the crystal. On the microscopic 
level, the quasi-particle motion of the electron wave is described through the Schroedinger 
equation.
Results. The study has developed the alternative method for the explanation of the linear 
dispersion law in graphene on the macroscopic level. Basing on the analysis of the model, 
the paper provides a hypothesis of the cooperative motion of the electron pairs, which 
make up a boson particle. The given hypothesis is different from the traditional one. In ac-
cordance with the latter, quasi-particles in graphene are Dirac fermions. To prove the 
hypothesis consilience, the study examines Hall’s effect in grapheme. The linear disper-
sion law for a pair of electrons is also deduced from the Schroedinger equation. Both the 
macroscopic and microscopic models are in a reasonable agreement with the experimental 
data.
Discussion and Conclusion. The main result of the research is the development of the 
multi-level mathematical model which properly features the conducting properties of gra-
phene (linear dispersion law, anomalous Hall effect). The practical relevance consists in 
revealing the possibility to control the conducting properties of graphene through impacts 
on electron pairs.
Keywords: graphene, dispersion law, Hall effect, Schroedinger equation, Dirac fermion
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Введение
Графен – первый и наиболее извест-

ный двумерный кристалл, полученный 
из обычного графита. Интерес к дву-
мерным объектам появился достаточ-
но давно; существуют теоретические 
исследования по изучению двумерно-

го газа. Л. Д. Ландау предполагал, что 
двумерный кристалл в принципе не мо-
жет быть устойчивым. Однако в 2004 г. 
в университете Манчестера выпускни-
ки МФТИ А. Гейм и К. Новоселов по-
лучили образцы графена – двумерной 
модификации углерода [1–4].
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Наличие образцов двумерного кри-
сталла позволило вести целенаправлен-
ные экспериментальные и теоретиче-
ские исследования. На данный момент 
известны свойства графена, делающие 
его действительно уникальным матери-
алом. Графен обладает высокой механи-
ческой прочностью, хорошо проводит 
электрический ток и тепло и т. д. [5–10]. 
Естественно, подобные свойства ну-
ждаются в теоретическом описании.

В статье основное внимание будет 
уделено линейному закону дисперсии 
электронов в графене. Линейный закон 
дисперсии действует для безмассовых 
частиц; следовательно, квазичастицы, 
возникающие при прохождении тока 
в  графене, имеют нулевую эффектив-
ную массу. Кроме того, считается, что 
квазичастицы в графене являются фер-
мионами. Линейный закон дисперсии 
позволяет моделировать в графене про-
цессы, аналогичные процессам в кван-
товой электродинамике, без привлече-
ния высоких энергий. На наш взгляд, 
изучение и объяснение линейного зако-
на дисперсии являются ключевыми во-
просами для построения законченной 

Р и с. 1. Строение решетки графена
F i g. 1. The graphene lattice structure

теории графена. К настоящему времени 
объяснению линейного закона диспер-
сии посвящено достаточно большое чи-
сло работ.

В представленной статье предло-
жено подойти к изучению линейного 
закона дисперсии электронов в графе-
не с  использованием универсального 
метода моделирования, предложен-
ного в  исследованиях по синергетике 
[11]. Авторами предложена макроско-
пическая модель движения электронов 
в графене; после ее анализа будет рас-
смотрена микроскопическая модель. 
В  результате исследования должна 
быть получена простая и адекватная 
модель распространения электронной 
волны по поверхности графена, а так-
же рассмотрено парное взаимодейст-
вие электронов.

Обзор литературы
Кристаллическая решетка графе-

на представляет собой гексагональные 
соты (рис. 1).

Сама элементарная ячейка состо-
ит из двух видов атомов. Расстояние 
между ближайшими атомами углерода  
a = 0,142 Нм; расстояние между двумя 
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Р и с. 2. Объемная модель сотовой ячейки
F i g. 2. The solid model of the cell

одинаковыми атомами a = 0,246 Нм. Из 
четырех электронов, находящихся на 
внешней оболочке атома, три «жестко» 
зафиксированы связью sp2-гибриди-
зированных орбиталей с соседними 
атомами. Оставшийся электрон распо-
лагается перпендикулярно основной 
плоскости кристалла, находясь в 2pz со-
стоянии. Именно данный электрон отве-
чает за электронные свойства графена 
[12]. С  учетом требований минимума 
энергии для устойчивого состояния объ-
емная модель сотовой ячейки имеет вид, 
представленный на рис. 2.

Одной из основополагающих ра-
бот, посвященных изучению диспер-
сионного закона электронов в угле-
роде, считается статья П. Р. Уоллеса, 
опубликованная в 1947 г. [13]. Авто-
ром было показано, что энергетическая 
щель между валентной зоной и зоной 
проводимости отсутствует. Это приво-
дит к выводу о линейности закона ди-
сперсии, то есть линейной зависимости 
энергии от импульса квазичастицы:

E kvF= .                      (1)

Здесь vF – скорость Ферми; E – энергия 
квазичастицы.

Линейный закон дисперсии соответ-
ствует безмассовым частицам; следова-
тельно, эффективная масса электрона 
в графите равна нулю. Обнаружить та-
кое свойство в многослойном объем-
ном кристалле экспериментально было 
практически невозможно. Однако после 
получения графена линейный закон ди-
сперсии был обнаружен. Рассчитаны 
значимые характеристики, например, 
фазовая скорость электронов Дирака; 
изучен квантовый эффект Холла, кото-
рый оказался дробным [14].

Успешные эксперименты привели 
к  появлению теоретических работ, по-
священных поведению электронов в гра-
фене. К настоящему времени построена 
достаточно обширная теория. Приве-
дем необходимые для дальнейшего ис-
следования сведения.

Построена зонная теория графена. 
В частности, на основе линейного зако-
на дисперсии было составлено уравне-
ние Дирака [2; 12]; точнее, уравнение, 
аналогичное уравнению Дирака, следу-
ющего вида:
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H i=
∇

∇









s
s
0

0 *
,             (2)

где σ – двумерный вектор, составлен-
ный из матриц Паули.

Общий вид решения уравнения (2) 
представлен формулой:

Ψ=
−







 +

1
2

1

i i
k x k yx yexp( )

exp( )
q

, (3)

где k – квазиимпульс электрона в гра-
фене.

Подробно изучена система «элек-
трон – дырка» [2]; сделан вывод о воз-
можности образования электронно-
дырочных пар, аналогичных парам 
Бардина – Купера – Шифера1; иссле-
дованы свойства указанных пар.

В данной статье продолжено иссле-
дование электронных явлений в графене, 
при этом основное внимание уделено по-
строению достаточно простой, но впол-
не адекватной модели распространения 
электронных волн, а также гипотезы об 
образовании системы «электрон – элек-
трон».

Материалы и методы
Построение макроскопической мо-

дели
Если рассматривать макроскопиче-

ский образец графена, то распределе-
ние электронов сверху и снизу кристал-
ла можно считать непрерывным.

Предложим следующую модель.
1. Графен представляет собой дву-

мерную плоскость с поверхностной 
плотностью заряда +σ. Сверху и сни-
зу кристалла расположены плоскости, 
состоящие из электронов с зарядовой 
плотностью ‒σ/2 (рис. 3).

 

Р и с. 3. Макроскопическая модель графена
F i g. 3. The macroscopic model of graphene

2. Будем считать, что электроны 
в верхней и нижней плоскости представ-
ляют собой двумерный идеальный газ.

В пользу последнего положения го-
ворит высокая проводимость графена.

Пусть под воздействием внешнего 
электрического поля в верхней и ниж-
ней проводящих плоскостях графена 
возникло изменение плотности и давле-
ния электронов. Будем считать данные 
изменения достаточно малыми в срав-
нении с начальными давлением и плот-
ностью.

Введем следующие обозначения:

s s s= +

= +
0

0

∆

∆

,

.P P P                   (4)

Здесь P – давление; σ – плотность.
Проведем исследование предложен-

ной модели, используя известные мето-
ды гидродинамики2.

Результаты исследования
Запишем уравнение непрерывности 

для поверхностной плотности электронов.

1 Киттель Ч. Введение в физику твердого тела : учеб. пособ. по физике. М. : Книга по требова-
нию, 2012. 789 с.

2 Ландау Л. Д., Лифшиц Е. М. Теоретическая физика : учеб. пособ. : в 10 т. Т. 6. Гидродинами-
ка. ‒ 4-е изд., испр. М. : Наука, 1989. 626 с. URL: http://www.immsp.kiev.ua/postgraduate/Biblioteka_
trudy/GidrodinamikaLanday1986.pdf
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∂
∂
+ =

s
s

t
div v 0.               (5)

Отметим, что данное уравнение 
справедливо и для поверхностной плот-
ности заряда.

Запишем теперь уравнение Эйлера:

∂
∂
+ ∇ =− ∇
v
t

v v P( ) .
1
s

         (6)

Воспользуемся тем, что измене-
ния плотности и давления малы; по-
лучим, что:

∂
∂
+ =

∆s
s

t
divv0 0,               (7)

∂
∂
=− ∇

v
t

PF 1
s

.

Поскольку, согласно предположе-
нию, электронный газ является иде-
альным, то все макроскопические 
процессы в нем адиабатические. Вос-
пользуемся известным соотношением:

∆ ∆P
P

=
∂
∂








s

s
0

.                 (8)

Из уравнений (7; 8) получим:

∂
∂
+
∂
∂








 =

∆s
s

s
t

P
divv

0
0 0. .         (9)

Уравнение (9) является волновым 
уравнением. Для придания ему более 
удобного вида введем потенциал век-
торного поля скоростей:

v grad= f.                   (10)

Получим, что:

∂
∂
+ =

2

2
2 0

f
f

t
vF∆ .                (11)

Здесь 

vF
2 =
∂
∂

P
s
.                      (12)

Рассмотрим монохроматическую 
волну. В данном случае потенциал вол-
ны имеет вид:

φ φ ω= −
Re[ ].0e

i t               (13)

Функция φ0 удовлетворяет следу- 
ющему условию:

∂
∂
+ =

2
0
2

2

2 0 0
φ ω

φ
t vF

∆ .

Если предположить, что волна рас-
пространяется в направлении x, то:

φ ω0=Re exp[ ( / )],A i x vF

φ ω= − −
Re[ ].( / )Ae i t x v F          (14)

Из (14) получим дисперсионный 
закон:

w / .v kF =                    (15)

Закон дисперсии является линей-
ным; следовательно, квант электронных 
волн в графене является безмассовым.

Вопрос о том, фермионом или бо-
зоном является данный квант, в рамках 
представленной модели не рассматри-
вается.

Выскажем гипотезу, отличную от 
принятой на данный момент [15]. Пред-
положим, что квазичастица электрон-
ной волны в графене является бозоном, 
но достаточно необычной структуры: 
он состоит из двух электронов, как из-
вестные в теории сверхпроводимости 
куперовские пары.

При анализе макроскопической мо-
дели мы рассматривали только одну 
плоскость электронного облака, но та-
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кое же облако находится с противопо-
ложной стороны кристалла. С точки 
зрения симметрии по ней также долж-
на распространяться волна. Возможно, 
что при этом образуются пары отрица-
тельно заряженных частиц. Наиболее 
вероятны пары, состоящие из соседних 
электронов, находящихся с противопо-
ложных сторон кристалла. В таком слу-
чае две пары будут образованы внутри 
одной ячейки, еще два электрона будут 
связаны с электронами двух соседних 
ячеек. Каждая такая пара будет иметь 
две степени свободы.

Для качественного описания дан-
ного явления вновь обратимся к рис. 2. 
В случае образования пары в сотовой 
ячейке графена расположение отрица-
тельного заряда в верхнем электроне 
смещено в противоположную сторо-
ну от среднего положительного заряда 
ячейки по сравнению с нижним элек-
троном. Схематично распределение за-
рядов представлено на рис. 4.

 
Р и с. 4. Схематичное распределение зарядов  

в элементарной ячейке графена
F i g. 4. The scheme of the charge distribution  

in the graphene elementary cell

При движении такой конструкции 
положительный заряд будет, к примеру, 
ускорять верхнюю часть и тормозить 
нижнюю. При этом эффективная мас-
са связанных между собой электронов 
станет равна нулю, что согласуется 
с  линейным законом дисперсии. Сум-
марный спин электронов при этом бу-

дет целым, то есть квант электронной 
волны окажется бозоном.

Определим скорость распростране-
ния электронной волны vF. Для этого 
воспользуемся известным термодина-
мическим соотношением:

v RT
MF » g ,                   (16)

где g=
c

c
p

V

, R – универсальная газовая 

постоянная; M – молярная масса элек-
тронного газа; Т – температура.

Коэффициент g можно считать по-
стоянным. Определим его по формуле:

g=
+i
i
2
.

Пусть квантом электронной волны 
является электрон Ферми. Учитывая 
двумерность графена, получим, что 
g=2. При определении температуры 
следует учитывать, что за электропро-
водимость отвечают только электроны, 
находящиеся на уровне Ферми. Темпе-
ратура Ферми составляет ~5 · 104 K. Та-
ким образом, vF ~ 1,29 · 106 м/с.

Предположим также, что квантом 
электронной волны является пара свя-
занных электронов, зафиксированных 
в  одном направлении. В таком случае 
vF ~ 0,92 · 106 м/с.

Экспериментальные данные пока-
зывают, что скорость Ферми в графене 
составляет ~ 106 м/с. Это говорит о том, 
что предложенная в статье математиче-
ская модель в целом адекватно описыва-
ет электропроводные свойства графена.

Аномальный эффект Холла
Напомним, что квантовые эффекты 

при воздействии магнитного поля на 
проводник с током становятся сущест-
венными при низкой температуре в том 
случае, когда толщина проводника мала 
[16; 17]. Для экспериментального ис-
следования квантового эффекта Холла 
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используется система, схожая с пло-
ским конденсатором (рис. 5).

Сам квантовый эффект Холла со-
стоит в том, что при определенных зна-
чениях сопротивления

R
h
keH = 2

 (k = 0, 1…)      (17)

ток в проводнике отсутствует. Здесь h – 
постоянная Планка; e – заряд электро-
на; k – число полностью заполненных 
уровней Ландау. Данное явление связа-
но с тем, что на плоскости проводника 
может разместиться конечное число 
электронов, совершающих вращатель-
ное движение.

В графене как в истинно двумерном 
кристалле также наблюдается квантовый 
эффект Холла. Однако значения запира-
ющего сопротивления оказываются в два 

Р и с. 5. Пример двумерной электронной системы (МДП-структура)
F i g. 5. A two-dimensional electron system (MIS structure)

раза меньше, чем это следует из форму-
лы (17). Поэтому эффект Холла в  гра-
фене называют аномальным. Объясним 
данный эффект, исходя из предположе-
ния о существовании электронных пар, 
аналогичных куперовским парам.

Введем следующие обозначения: 
S0  – площадь проводника; B – вектор 
магнитной индукции; m – масса элек-
трона. Пара электронов, естественно, 
будет обладать вдвое бóльшими массой 
и зарядом.

Воспользуемся принципом неопре-
деленности Гейзенберга в следующей 
форме3:

D DE t h~ ,                 (18)

где E – энергия частицы; t – время.
Поскольку при наблюдении кван-

тового эффекта Холла происходит кон-

3 Ландау Л. Д., Лифшиц Е. М. Теоретическая физика : учеб. пособ. : в 10 т. Т. 3. Кванто-
вая механика (нерелятивистская теория). ‒ 4-е изд., испр. М. : Наука, 1989. 768 с. URL: https://
www.math.purdue.edu/~eremenko/dvi/LL.pdf
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такт макроскопического наблюдателя 
с микроскопической системой, оправ-
данным является использование квази-
классического уровня описания. Учи-
тывая то, что электроны совершают под 
воздействием постоянного магнитного 
поля вращательное движение, получим:

DE m R~
1

2
2

2 2w ;             (19)

Dt ~
2π
ω

.                   (20)

Циклическую частоту определим 
с  использованием формулы для силы 
Лоренца:

w=
eB
m

.                    (21)

Из формул (18–21) получим выра-
жение для минимальной площади, за-
нимаемой парой электронов:

S h
eBe=2

.                   (22)

Максимальное число электронов, 
способных разместиться на одном 
энергетическом уровне Ландау, равно:

N S
S

S eB
he

0

0 0
2

= = .

Следовательно, величина запира- 
ющего сопротивления будет равна:

R S B
ekN

h
keH = =0

0

2
2

.           (23)

Таким образом, можно предполо-
жить, что аномальный эффект Холла 
в графене связан с образованием элек-
тронных пар, схожих с куперовскими 
парами.

Микромодель графена
В данном случае не будем строить 

достаточно точную модель графена 
на микроуровне: такая задача доста-
точно сложна. Графен по сути являет-
ся гигантской двумерной молекулой, 
схожей со сложными ароматическими 
соединениями. В перспективе возмож-
но использование численных методов, 
разработанных для расчетов сложных 
ароматических соединений (например, 
[18]), по отношению к графену.

Предложим приближенную модель, 
которая описывает только реакцию 
пары электронов на возмущение в виде 
электрического поля.

Выскажем следующие предположения.
1. Возмущение достаточно слабо по 

сравнению с взаимодействием электро-
нов с основным кристаллом.

2. На выбранную пару электронов 
существенное влияние оказывают толь-
ко ближайшие к ней узлы решетки.

В данном случае воздействие элек-
трического поля можно представить 
следующим образом (рис. 6).

Запишем выражение, отражающее 
изменение потенциальной энергии пары 
электронов в результате возмущения, 
учитывая взаимодействие только с бли-
жайшими узлами решетки.

Р и с. 6. Смещение пары электронов в результате внешнего воздействия
F i g. 6. The dislocation of the electron pair as the result of the external effects
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0

2

2
2

∆ ∆

∆
. (24)

Здесь a0 – расстояние между сосед-
ними атомами углерода; r0 – радиус ор-
биты spz электрона; U – разность потен-
циалов внешнего электрического поля, 
вызвавшего возмущение.

Второе и третье слагаемое в правой 
части выражения (24) характеризуют 
энергию, с которой один электрон из 
пары «подтягивает» другой электрон. 
Выстроим данные слагаемые в ряд  
и ограничимся линейным приближением:

ke
a x

ke
a x

ke
a

x
a

x
a

ke
a

2

0

2

0

2

0 0 0

2

0

1 1
2

+
+
−

≈

≈ + + − =

∆ ∆

∆ ∆
( ) . (25)

Из выражений (24; 25) следует, что 
пара электронов при небольшом возму-
щении будет двигаться в поле с почти 
постоянным потенциалом. Отсюда не-
посредственно следует равенство эф-
фективной массы нулю.

В случае постоянной потенциаль-
ной энергии решение уравнения Шре-
дингера имеет вид:

Ψ( , , ) exp( / ).x y t A iEt h= −   (26)

Здесь А – некоторая константа.
Воспользуемся принципом неопре-

деленности Гейзенберга:

D D D DE t p x h~ ~ .0 0

Получим, что:

Ψ( , , ) exp( / ).x y t A ip x h= − 0 0   (27)

Выражение (27) формально сов-
падает с выражением для волновой 
функции свободного фотона4. В данном 
смысле графен действительно можно 
использовать для моделирования неко-
торых процессов в квантовой электро-
динамике [19].

Уравнение Шредингера непримени-
мо к спинам частиц, поскольку является 
нерелятивистским. Оценим возможные 
значения спина для предполагаемой 
квазичастицы, образованной парным 
взаимодействием электронов, исходя из 
ее безмассовости.

Для векторной частицы, находя-
щейся в четырехмерном пространстве-
времени, справедливо представление:

k e k e k e k e k eµ µ = − − −0 0 1 1 2 2 3 3.    (28)

Для двумерного пространства один 
из единичных ортогональных векторов 
отсутствует; допустим, что это век-
тор  е3. Для безмассовых частиц спра-
ведливо соотношение:

k e k e k e0 0 1 1 2 2= + .            (29)

Таким образом, у квазичастицы 
в  графене будет всего две возможных 
независимых поляризации.

Обсуждение и заключение
Основным результатом исследо-

вания является макроскопическая мо-
дель двумерного кристалла, согласно 
которой графен можно рассматривать 
как три плоскости. Одна из них явля-
ется основным телом кристалла и  за-
ряжена положительно, две другие 
представляют собой почти свободный 
электронный газ. С использованием 
предложенной модели в статье описано 
распространение электронной волны, 
при этом получен линейный закон ди-
сперсии и проведена оценка фазовой 
скорости электронной волны. Получен-

4 Грибов В. Н. Квантовая электродинамика. Ижевск : РХД, 2001. 288 с.
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ные результаты подтверждены экспери-
ментальными данными, что говорит об 
адекватности модели.

Наличие двух электронных пло-
скостей позволяет предположить, что 
в графене, помимо взаимодействия 
«электрон – дырка», возможно образо-
вание системы «электрон – электрон». 
Наличие таких пар объясняет аномаль-
ный эффект Холла в графене.

Также в статье построена микромо-
дель воздействия электрического поля 
на графен. Показано, что пара электро-
нов имеет нулевую эффективную массу. 
При этом отмечено, что указанный эф-
фект возможен, если вызванное полем 
возмущение невелико.

Из предположения о наличии элек-
тронных пар следует, что безмассовая 
квазичастица электронной волны явля-
ется бозоном. Данное положение отли-
чается от общепризнанной теории, со-

гласно которой квазичастица является 
фермионом.

Из двумерности электронных пло-
скостей и равенства эффективной мас-
сы электронной пары нулю следует, что 
спин может иметь только два независи-
мых значения.

Статья имеет в основном теорети-
ческую направленность; ее практиче-
ская значимость состоит в следующем. 
Простота основной модели позволяет 
использовать ее для проведения расче-
тов макроскопических характеристик 
графена. Если гипотеза о существова-
нии электронных пар верна, то можно 
регулировать проводимость графена 
посредством воздействия на пары, то 
есть разрушения их или создания ус-
ловий для их образования. Это можно 
осуществить, например, с помощью 
внешнего монохроматического элек-
тромагнитного излучения.
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