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Введение. Для решения задач моделирования, критичных к ошибкам округления 
(включая задачи вычислительной математики, математической физики, оптималь-
ного управления, биохимии, квантовой механики, математического программирова-
ния и криптографии), требуется точность от 100 до 1 000 десятичных цифр и более. 
Главным недостатком программных библиотек высокоточных вычислений является 
неприемлемое для практических задач снижение быстродействия, в особенности 
при выполнении операции умножения. Одним из способов повышения скорости 
вычислений над длинными числами является использование системы счисления 
в остаточных классах. В данной статье рассматривается новый, более быстрый по 
сравнению с аналогами метод выполнения операции умножения длинных чисел 
с масштабированием результата за счет применения оригинальной гибридной мо-
дулярно-позиционной интервально-логарифмической формы представления чисел 
с плавающей точкой.
Материалы и методы. Для повышения скорости вычислений разработан новый 
способ организации числовой информации (модулярно-позиционная интервально-
логарифмическая форма), в котором мантисса представлена в системе остаточных 
классов, а информация об абсолютной величине числа (характеристика) – в интер-
вально-логарифмической системе счисления, что позволяет ускорить выполнение 
операций сравнения и масштабирования. Для сравнения модулярных чисел приме-
няются положения интервального анализа; для масштабирования модулярных чи-
сел – свойства логарифмической системы счисления, а также приближенные интер-
вальные вычисления с использованием китайской теоремы об остатках.
Результаты исследования. Разработан и запатентован новый быстрый метод ум-
ножения модулярных чисел с плавающей точкой, проведена оценка быстродейст-
вия разработанного метода, выполнено сравнение данного метода с классическими 
и конвейерными методами умножения длинных чисел.
Обсуждение и заключение. Разработанный метод в 2,4–4,0 раза быстрее конвейерно-
го метода умножения и в 6,4–12,9 раз – классических методов умножения.
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Introduction. The solution of the simulation problems critical to rounding errors, includ-
ing the problems of computational mathematics, mathematical physics, optimal control, 
biochemistry, quantum mechanics, mathematical programming and cryptography, requires 
the accuracy from 100 to 1 000 decimal digits and more. The main lack of high-precision 
software libraries is a significant decrease of the speed-in-action, unacceptable for practi-
cal problems, in particular, when performing multiplication. A way to increase computa-
tion performance over very long numbers is using the residue number system. In this work, 
we discuss a new fast multiplication method with scaling the result using original hybrid 
residue positional interval logarithmic floating-point number representation.
Materials and Methods. The new way of the organizing numerical information is a residue 
positional interval logarithmic number representation in which the mantissa is presented 
in the residue number system, and information on an absolute value (the characteristic) in 
the interval logarithmic number system that makes it possible to accelerate performance 
of comparison and scaling is developed to increase the speed of calculations; to compare 
modular numbers, the provisions of interval analysis are used; to scale modular numbers,  
the properties of the logarithmic number system and approximate interval calculations us-
ing the Chinese reminder theorem are used.
Results. A new fast multiplication method of floating-point residue-represented numbers 
is developed and patented; the authors evaluated the developed method speed-in action, 
compared the developed method with classical and pipelined multiplication methods of 
long numbers.
Discussion and Conclusion. The developed method is 2.4–4.0 times faster than the pipe-
lined multiplication method, and is 6.4–12.9 times faster than classical multiplication 
methods.
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Введение
Рост вычислительных мощностей 

современных компьютеров делает воз-
можным решение прикладных задач 
сверхбольшой размерности с огром-
ным количеством вычислительных 

операций. Неконтролируемые ошибки 
округления, методологически прису-
щие стандарту вещественных чисел 
IEEE 754, не позволяют решить пробле-
му точности, достоверности и воспро-
изводимости вычислений при решении 
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задач данного класса [1–5]. В частно-
сти, для решения в современных поста-
новках задач в области эксперименталь-
ной вычислительной математики [1; 2], 
математической физики [4], биохимии 
[3], астрофизики и получения достовер-
ных результатов требуются операции 
с числами длиной от 100 до 1 000 де-
сятичных цифр (с использованием спе-
циально разработанных программных 
библиотек высокоточных вычислений). 
В связи с этим актуальными направле-
ниями исследований являются теория 
и способы практической реализации вы-
числительной математики многократной 
точности (высокоточная, или длинная, 
арифметика), оперирующей с числами 
произвольной длины в сверхбольших 
числовых диапазонах.

Для решения задач в сверхболь-
ших числовых диапазонах в настоящее 
время применяются такие специализи-
рованные программные пакеты высо-
коточных вычислений, как ARPREC, 
MPFUN90, DDFUN, FMLIB, FMZM90, 
QD, GMP, MPFR++, NTL, PARI/GP, 
CLN, HPAlib, Predicates, GARPREC, 
GQD, MatLab, Matematica, Maple [6]. 
Перечисленные программные решения 
базируются на специально разработан-
ных многоразрядных форматах (128-, 
256-, 512-битная (и более) арифметика) 
в базисах классических позиционных 
систем счисления и правил вычисле-
ний стандарта IEEE 754. Эти решения, 
благодаря наличию высокоуровневых 
программных интерфейсов и широкого 
спектра реализованных библиотек ма-
тематических функций, являются наи-
более популярными.

Недостатком современных пакетов 
высокоточных вычислений является рез-
кое снижение скорости вычислений при 
обработке длинных многоразрядных 
операндов. При выходе длины операн-
дов за диапазон представления данных 
в стандарте IEEE 754 скорость вычи-
слений снижается в десятки и тысячи 
раз [2; 7] из-за необходимости алгорит-
мической обработки цепочек межзна-

ковых переносов длинных операндов. 
В итоге время решения задачи стано-
вится неприемлемым для практической 
деятельности.

В связи с этим активно проводят-
ся исследовательские и опытно-кон-
структорские работы по модернизации  
известных методов, созданию новых про-
граммно-эмулируемых и программно- 
аппаратных реализаций методов чи-
сленной обработки информации для 
высокоточных и достоверных расчетов 
в сверхбольших числовых диапазонах.

Можно выделить два направления 
работ, направленных на повышение 
скорости вычислений при выполнении 
расчетов в сверхбольших числовых ди-
апазонах. Первое направление ориен-
тировано на модернизацию и создание 
новых технологий гибридных вычи-
слений и обработки данных: численная 
и нечисленная обработка данных реа-
лизуется в гибридных системах кодиро-
вания с использованием «гибридных» 
наборов операций (сигнатур) и правил 
их выполнения. Математические мето-
ды и их алгоритмические решения для 
гибридных технологий вычислений 
ориентируются на программную реали-
зацию на вычислительных платформах 
универсального назначения и, как пра-
вило, опираются на правила выполне-
ния операций стандарта IEEE 754. При-
мером успешного использования этого 
подхода является библиотека высоко-
точной модулярно-позиционной ариф-
метики [8], где использованы системы 
счисления в остаточных классах (СОК), 
вычисления в интервальной арифмети-
ке и позиционная система счисления 
стандарта IEEE 754.

Вторым направлением работ для по-
вышения скорости вычислений в сверх-
высоких числовых диапазонах явля-
ется разработка специализированных 
средств аппаратной поддержки опера-
ций над сверхбольшими операндами, 
разрядность которых многократно пре-
вышает разрядную сетку современных 
индустриальных процессоров. Попу-
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лярной технологической базой для со-
здания таких спецпроцессоров «длин-
ной» арифметики являются програм-
мируемые логические интегральные 
схемы (FPGA) и системы на кристалле 
[9–14]. Применение таких спецпроцес-
соров позволяет сократить время рас-
четов по сравнению с программными 
решениями в несколько десятков раз, 
но недостатки, присущие позиционной 
длинной арифметике, сохраняются [13]. 
Эти методологические недостатки по-
зиционной арифметики приводят к не-
обходимости построения на аппарат-
ном уровне исполнительных устройств 
высокой сложности, что в конечном 
итоге делает невозможным создание 
применимых технических решений. 
Данная проблема частично решается 
введением специализированных вычи-
слительных конвейеров; однако, как по-
казано в работе китайских ученых [12], 
подобный подход также ведет к резкому 
увеличению аппаратных затрат, поэто-
му на практике число ступеней сокра-
щается до четырех сегментов.

В связи с этим при создании средств 
аппаратной поддержки длинной арифме-
тики актуален подход, ориентированный 
на создание вычислительных платформ, 
поддерживающих на аппаратном уровне 
технологии гибридных вычислений, что 
позволяет сократить аппаратные затраты 
по сравнению с позиционной системой 
счисления. Серьезный вклад в развитие 
этого направления внесли И. Я. Акуш-
ский, Д. И. Юдицкий, В. М. Амербаев 
и целый ряд не менее значимых специа-
листов. Наиболее широко в системах ги-
бридных вычислений используются си-
стемы счисления в остаточных классах 
[8; 15; 16] и логарифмические системы  
счисления [17–19]. Например, систе- 
мы остаточных классов успешно ис-
пользуются для решения задач крипто-
графии [20; 21] и цифровой обработки 
сигналов [22–24].

Основным недостатком систем счи-
сления в остаточных классах является 
алгоритмическая сложность выполне-

ния немодульных операций, таких как 
сравнение, деление, распознавание пе-
реполнения числового диапазона, мас-
штабирование чисел, определение знака 
результата выполнения операции. При 
вычислениях в сверхбольших числовых 
диапазонах выполнение перечисленных 
операций приводит либо к сопостави-
мым с их программной реализацией вре-
менным затратам, либо к практически 
неприемлемым аппаратным затратам. 
Аналогичная ситуация происходит и при 
использовании логарифмических систем 
счисления, в которых для выполнения 
операции алгебраического сложения с вы-
сокой точностью требуется выполнить пе-
реход в позиционную систему счисления 
и наоборот. Соответственно, резко увели-
чивается время вычислений и растут ап-
паратные затраты на реализацию высо-
коскоростных преобразователей.

В данной статье рассматривается  
новый, более быстрый по сравнению 
с аналогами метод выполнения опера-
ции умножения длинных чисел с мас-
штабированием результата за счет 
применения оригинальной гибридной 
модулярно-позиционной интервально-
логарифмической формы представления 
чисел с плавающей точкой. Ряд результа-
тов по модулярно-позиционным интер-
вально-логарифмическим вычислениям 
опубликован авторами ранее [25].

Обзор литературы
Основной проблемой высокоточ-

ных расчетов в сверхбольших числовых 
диапазонах с применением вычисли-
тельных операций по правилам стан-
дарта IEEE 754 является выполнение 
контроля ошибок округления, контроля 
переполнения диапазона и масштаби-
рования чисел при выполнении адди-
тивных и мультипликативных операций. 
Особенно это касается длительных ите-
рационных и автоматных вычислений 
с накоплением при обработке массивов 
данных большого объема. Накопление 
ошибок при некорректно организован-
ном контроле приводит к получению 
недостоверных результатов. Для обес-
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печения требуемой точности, достовер-
ности и воспроизводимости расчетов 
в настоящее время применяются вычи-
сления с использованием длинной по-
зиционной арифметики, реализованной 
в современных специализированных 
библиотеках высокоточных вычисле-
ний. Основным недостатком современ-
ных библиотек длинной арифметики 
является неприемлемое для практи- 
ки увеличение времени решения при-
кладных задач [4; 6]. Так, в работе ки-
тайских и итальянских ученых [7] для 
задач оптимального управления время 
вычислений возрастает с 5 с при ис-
пользовании стандартного типа данных 
двойной точности до 980 с при исполь-
зовании точности в 128 бит и до 35 ч – 
при использовании точности в 400 бит. 
Аналогичные результаты представле-
ны в работе А. Вороса [2], где время 
вычисления возрастает с 4 минут до 
22,5 дней. В задачах криптографии про-
блема ускорения арифметических опе-
раций над длинными целыми числами 
является не менее острой, чем в задачах 
моделирования [13].

Задача повышения скорости вы-
числений при выполнении расчетов 
в сверхбольших числовых диапазонах 
частично решается за счет применения 
специализированных процессоров-уско-
рителей для поддержки вычислений 
с использованием длинной арифметики. 
Например, японские ученые [9] пред-
ставили семейство процессоров на базе 
FPGA, реализующих длинную ариф-
метику типа «double-double» и «quad-
double». Скорость решения задачи вы-
числения интегралов Фейнмана [10] 
с использованием данных процессоров 
приблизительно в 80–200 раз выше, чем 
скорость расчета с применением про-
граммных реализаций таких вычисле-
ний. Американскими учеными [11] при-
ведены результаты реализации на FPGA 
целочисленных вычислений на длинных 
(разрядность – 64 000 бит) операндах 
в сравнении с вычислениями с при-
менением библиотеки GMP: расчеты 

ускорились минимум в 5 раз при опе-
рациях сложения/вычитания и в 9 раз – 
при операции умножения.

Для ускорения выполнения опера-
ции умножения длинных чисел (1 024–
2 048 бит) китайскими учеными [12] 
представлен конвейерный метод на 
базе 64-разрядных умножителей с глу-
биной конвейера до четырех ступеней 
(увеличение числа ступеней приводит 
к неоправданному росту аппаратных за-
трат). Как показывает анализ исследо-
ваний, в области аппаратных решений 
умножителей в основном применяются 
базовые алгоритмы умножения ква-
дратичной сложности в позиционной 
системе счисления [13; 14], поскольку 
аппаратная реализация асимптотически 
быстрых алгоритмов затруднена [26].

Для ускорения выполнения арифме-
тических операций (кроме операции де-
ления) над длинными целыми числами 
наиболее эффективными с точки зре-
ния аппаратных затрат являются моду-
лярные системы счисления. Например, 
исследователями [23] представлено 
устройство эллиптической криптогра-
фии, ускоряющее выполнение опера-
ции умножения Монтгомери с исполь-
зованием 40 модулярных 15-битовых 
каналов. В работе австралийских уче-
ных [16] модулярный вычислитель име-
ет 108 модулярных каналов с разрядной 
сеткой в 19 бит каждый, что позволяет 
работать в диапазоне чисел до 2 048 бит. 
Другими авторами [20] представлены 
модулярные устройства, позволяющие 
работать в диапазоне 1 024–4 096 бит.

Существенным недостатком СОК 
является сложность выполнения немо-
дульных операций, таких как масшта-
бирование, сравнение и определение 
переполнения диапазона представле- 
ния чисел. При переполнении диапазона 
следует либо останавливать вычисления 
(так как будет получен некорректный 
результат), либо расширять диапазон 
представления чисел, либо выполнять 
масштабирование чисел (если это воз-
можно).
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Алгоритмы масштабирования в СОК 
представлены в достаточно большом 
количестве исследований. Разработан-
ные методы масштабирования либо 
предназначены для специальных набо-
ров модулей [27; 28], либо для масшта-
бирования используются специальные 
подстановочные таблицы [22; 29; 30]. 
Последний подход практически не-
приемлем для масштабирования моду-
лярных чисел при использовании про-
извольных наборов модулей большой  
разрядности из-за огромного (до Тбай-
та) объема подстановочных таблиц.

Основной сложностью при вы-
полнении масштабирования является 
операция расширения базиса. Методы 
расширения базиса были исследованы 
авторами статьи ранее [25]. В результа-
те исследований было установлено, что 
наиболее быстрые методы расширения 
базиса выполняются с использованием 
приближенной китайской теоремы об 
остатках – вычисления так называемой 
позиционной характеристики модуляр-
ного числа. Учеными [8] представлена 
интервальная позиционная характери-
стика (ИПХ) числа, в которой исполь-
зованы преимущества интервальной 
арифметики [31; 32]. Использование 
ИПХ позволяет учитывать в явном 
виде ошибки округления, а также опре-
делять достоверность вычисления дан-
ной величины. Главным недостатком 
ИПХ является необходимость исполь-
зования операций с плавающей точкой 
с направленным округлением, в то вре-
мя как все остальные операции в СОК 
выполняются над целыми числами ма-
лой разрядности.

Использование логарифмической 
системы счисления (ЛСС) позволяет 
упростить выполнение операций умно-
жения и деления, включая масштаби-
рование [17; 33]. ЛСС превосходят по 
скорости и энергоэффективности ариф-
метику с плавающей точкой на низкой 
разрядности операндов: до 16 бит – на 
любом наборе арифметических опера-
ций [18], до 32 бит – с преобладанием 

операций умножения и деления [19]. 
Дальнейшее увеличение разрядности 
ЛСС приводит к экспоненциальному 
росту сложности выполнения операций 
сложения и вычитания, поэтому при 
больших разрядностях ЛСС значитель-
но уступает позиционной арифметике 
и используется только в приложениях, 
не требующих высокой точности [19].

В данной статье предлагается объе-
динить преимущества СОК, ЛСС и ин-
тервальных вычислений: для высоко-
точных вычислений в сверхбольших 
числовых диапазонах рекомендуется 
модулярно-позиционная интервально-
логарифмическая форма представления 
чисел и апробация эффективности та-
ких гибридных вычислений на приме-
ре выполнения операции умножения 
с масштабированием.

Материалы и методы
В статье предлагается новый спо- 

соб представления целых и вещест-
венных чисел для выполнения высо-
коточных и достоверных вычислений 
в сверхбольших числовых диапазо- 
нах: гибридная модулярно-позици-
онная интервально-логарифмическая 
форма представления чисел. Вещест-
венные числа представляются следу- 
ющим образом.

1. Мантисса вещественного чис- 
ла представляется в виде целого числа 
в системе остаточных классов набором 
n остатков ‹m1, m2, ..., mn› от деления по-
зиционного значения мантиссы на каж-
дый из n модулей {p1, p2, ..., pn}

M → …
ÑÎÊ

nm m m1 2, , , ,

где m M Mi i pp
i

= ≡�mod�  – i-й оста-
ток от деления числа M по i-му модулю pi: 

m M M M
i p

i
ii p
p

i n

= = −








 ⋅

= …

,

, , ., ,1 2� � �

где M
pi









 – целая часть частного M

pi
;  
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{p1, p2, ..., pn} – набор оснований или ба-
зис СОК. При этом диапазон представ-
ления модулярных мантисс определяет-
ся произведением всех модулей СОК, то 
есть M P p p pn∈ = ⋅ ⋅…⋅[ )0 1 2; . Для ко-
дирования цифр мантиссы используют-
ся целые числа без знака, представлен-
ные в позиционной системе счисления, 
но операции над цифрами мантиссы 
выполняются по правилам модулярной 
арифметики. Любая модульная опера-
ция 

∈ + − ×{ }, ,  над двумя числами ‹x1, 
x2, ..., xn› и ‹y1, y2, ..., yn›, представленны-
ми в СОК, выполняется независимо по 
каждому модулю: 

z z z

x y x y x y

n

p p n n pn

1 2

1 1 2 2
1 2

, , ,

, , , .

…{ } =
= …{ }  

2. Характеристика абсолютной ве-
личины мантиссы вещественного числа 
представляется в виде логарифмиче-
ского интервала (в интервально-лога-
рифмической системе счисления):

M L M L MM b M b→ = ={ }
ÈËÑÑ

log ; log ,

где logb M , logb M  – логарифм числа 
по основанию b, вычисленный с округ- 
лением к –∞ и +∞ соответственно; M – 
модуль числа, представленный в по-
зиционной системе счисления. Для 
кодирования характеристики мантис-
сы вещественного числа используется 
двоичная позиционная система счи-
сления, но операции над значениями 
характеристик чисел выполняются по 
правилам интервальной арифметики 
и логарифметики. Результат умноже-
ния двух логарифмических интервалов 
L X L XX b X b= = log ; log L X L XX b X b= = log ; log  и L Y L YY b Y b= = log ; log 

L Y L YY b Y b= = log ; log  определяется следующим 
образом: 

L X Y X Y L LZ b b b X Y= ⋅ = + = +log log log ,

L X Y X Y L LZ b b b X Y= ⋅ = + = +log log log .

3. Масштаб (порядок) числа пред-
ставляется в позиционной системе счи-
сления в виде целого числа со знаком; 
операции выполняются также в позици-
онной системе счисления.

4. Знак числа представляется в по-
зиционной системе счисления в виде 
одноразрядного числа со знаком; при-
чем знак равен –1, если число отрица-
тельное, 1 – если число положительное, 
и 0 – в случае равенства числа нулю. 
Дополнительный признак нуля вводит-
ся с целью представления интерваль-
ной логарифмической характеристики 
нулевого операнда, для которого невоз-
можно вычисление логарифма.

Таким образом, число в гибридной 
модулярно-позиционной интервально-
логарифмической форме представляет-
ся в следующем виде:

X m m m L L→ … 
ÌÏÈË-ÑÑ

1 2, , , , , , , ,n λ σ

где M = m1, m2, ..., mn – модулярная ман-
тисса числа; λ – масштаб (порядок) 
числа; L L,  – границы интервальной 
логарифмической характеристики ман-
тиссы числа; σ – знак числа.

При этом позиционное значение 
мантиссы вещественного числа X опре-
деляется как [X · be], где e – целое число, 
определяемое необходимой точностью. 
Например, мантисса вещественного чи-
сла, представленного в формате с пла-
вающей точкой стандарта IEEE 754 
как X fs E E= −( ) × × −

1 1 2 0. , где s – знак 
числа; 1.f – нормализованная мантисса; 
E – E0 – порядок. При переводе в ги-
бридную форму вычисляется так: 

M ft= ×2 1. ,

где t – разрядность мантиссы, определя-
емая конкретным типом данных.

Итак, позиционное значение дан-
ного числа определяется следующим 
образом:

X b m P P
i

n

i i p p
i

i
i

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
=

−∑σ λ

1

1
,
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где P P
pi
i

= , Pi pi

−1  – мультипликативная 

инверсия Pi по модулю pi, определяемая 
из соотношения P Pi i pi

− ⋅ ≡1 1; i n∈[ ]1, ; 
n – количество модулей.

При выполнении арифметических 
операций над числами, представлен-
ными в виде (1), вероятен выход за 
границы диапазона представления мо-
дулярных мантисс. При переполнении 
диапазона следует выполнить масшта-
бирование чисел.

Масштабирование модулярных чисел 
выполняется на основании общего алго-
ритма масштабирования: пусть K – коэф-
фициент масштабирования; Y – результат 
масштабирования числа X коэффициен-
том K; тогда результат масштабирования 
вычисляется по формуле:

Y
X X
K

K=
−

,

где |X | K – остаток от деления числа X по 
модулю K.

Для случая масштабирования моду-
лярных чисел коэффициентом, взаимно 
простым с основаниями СОК, исполь-
зуется итерационный алгоритм на ос-
нове алгоритма, предложенного синга-
пурскими и австралийскими учеными 
[27; 29].

1. Определение |X | K, или так назы-
ваемый этап расширения базиса, – по-
лучение остатка xn+1 от деления числа, 
представленного в СОК остатками 
x1, x2, ..., xn по модулям p1, p2, ..., pn, на 
число pn+1 = K.

2. Непосредственно масштабирова-
ние по каждому модулю выполняется 
по формуле:

y x Xi i K p p pi i
i

= − ⋅ −K 1
,

где |K –1| pi
 – мультипликативная инвер-

сия по модулю pi коэффициента K.
Основные алгоритмы расшире-

ния базиса, анализ их вычислительной 
сложности были рассмотрены авторами 

в прошлой работе [25]. В данной статье 
используется быстрый метод масшта-
бирования на основании китайской тео- 
ремы об остатках (КТО).

Согласно КТО, позиционное значе-
ние числа X P∈[ )0, , представленного 
в СОК остатками ‹x1, x2, ..., xn› по осно-
ваниям {p1, p2, ..., pn}, вычисляется по 
формуле:

X x P P x P P R P
i

n

i i p p i
P i

n

i i p p i
i i i i

= = ⋅⋅ ⋅ ⋅ −
=

−

=

−∑ ∑
1

1

1

1
,

где P P
pi
i

= , |Pi
–1 | pi

 – мультипликативная 

инверсия Pi по модулю pi; i n∈[ ]1, ; n – 
количество модулей; R – позиционный 
индекс.

Зная значение коэффициента R, 
можно вычислить остаток от деления 
по новому основанию без перевода мо-
дулярного числа в позиционное пред-
ставление:

X x P P R Pp
i

n

i i p p i p
p

p p
p

n i i
n

n

n n

n

+ +

+

+ +

+

= − ⋅⋅ ⋅
=

−∑
1 1

1

1
1

1

1

1
.

Для вычисления коэффициента R 
авторами разработан алгоритм с исполь-
зованием целочисленных интервалов на 
основе приближенной интервальной 
оценки величины:

X x P
p

X R P
P

R X
Pi

n

i i p
ii

= ⋅ ⋅ =
+ ⋅

= +
=

−∑
1

1 1
,

где целую часть величины X  определя-
ет коэффициент R, а дробную – значение 
X/P. Процесс вычисления коэффициен-
та R с использованием вещественных 
интервалов с направленным округлени-
ем и необходимые условия корректно-
сти вычислений представлены в работе 
К. Исупова и В. Князькова [8]; метод вы-
числения коэффициента R с использова-
нием целочисленных интервалов описан 
в патенте [34].

Результаты исследования
Умножение двух чисел, представ-

ленных в гибридной модулярно-пози-
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ционной интервально-логарифмической 
форме с плавающей точкой, выполняется 
с использованием гибридной технологии 
вычислений следующим образом.

Для вычисления произведения 
Z z z z L Ln Z Z Z Z= … 1 2

, , , , , , ,λ σ  чисел  
X x x x L Ln X X X X= … 1 2

, , , , , , ,λ σ  и Y = 

Y y y y L Ln Y Y Y Y= … 1 2
, , , , , , ,λ σ  необхо-

димо:
– вычислить знак произведения σZ = 

= σX · σY путем алгебраического умноже-
ния знаков сомножителей;

– вычислить верхнюю границу ин-
тервальной логарифмической характе-
ристики результата L L LZ X Y= + �путем 
алгебраического сложения значений 
нижних границ LX  и LY  ИЛХ операн-
дов в позиционной системе счисления; 

– вычислить верхнюю границу ИЛХ 
результата L L LZ X Y= +  путем алгебра-
ического сложения значений нижних 
границ LX  и LY  ИЛХ операндов в по-
зиционной системе счисления;

– вычислить порядок результата  
λZ = λX + λY путем алгебраического сло-
жения порядков сомножителей;

– выполнить умножение модуляр-
ных мантисс путем нахождения значе-
ний z x y x y x y

p
pi i i p i i

i i

i
i

i
= = − ⋅⋅ ⋅

⋅
 для 

всех i n∈[ ]1; ; при этом вычисления  
выполняются над операндами, пред-
ставленными в позиционной системе 
счисления по правилам модулярной 
арифметики.

В данной статье отсутствует описа-
ние обработки исключительных ситу-
аций, таких как получение машинного 
нуля, переполнение и т. п. Более под-
робно метод описан в патенте [34].

Следует отметить, что посколь-
ку мантиссы чисел, представленные 
в СОК, ограничены диапазоном [0; P), 
то при выполнении умножения двух 
мантисс результат может выйти за 
пределы диапазона представления, то 
есть M M M PZ X Y= ⋅ ≥ . Для того чтобы 

мантисса результата была представима 
в СОК, необходимо выполнить опера-
цию масштабирования:

M M
b
X Y
a
⋅ ,

где a M M
Pb
X Y=
⋅





log ; MX, MY – пози-

ционные значения мантисс; P – позици-
онное значение диапазона представле-
ния; [ ] означает округление к наиболь-
шему целому.

Рассмотрим предельный случай, 
когда числа из диапазона [0; P) могут 
появиться с равной вероятностью. Ве-
роятность того, что произведение двух 
мантисс выйдет за пределы диапазона 
представления модулярных мантисс, то 
есть MX · MY ≥ P, равна

p M P
P P P

P
P P
P

Z ≥( ) ≈ −( ) − −( ) −( )
≈

≈
−

≈

1 1 1

1

2

2

ln

ln
.

Это означает, что в предельном 
случае каждая операция умножения 
требует выполнения операции мас-
штабирования, и при использовании 
позиционных характеристик (как точ-
ных, так и приближенных и интер-
вальных) для определения коэффици-
ента масштабирования a необходимо 
производить трудоемкую операцию 
вычисления логарифма.

В случае использования ИЛХ коэф-
фициент a рассчитывается следующим 
образом:

a L L LX Y P= + − ,

где LX , LY  – верхние границы интер-
вальных логарифмических характери-
стик чисел X и Y; L PP b= log  – константа 
для конкретного диапазона представле-
ния.

Таким образом, при использовании 
ИЛХ для вычисления коэффициента 
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масштабирования не требуется пре-
образования в позиционную систему 
счисления и вычисления логарифма.

При умножении модулярных ман-
тисс целесообразно выполнять масшта-
бирование обоих операндов до непо-
средственного выполнения умножения; 
причем, если величина обоих операн-
дов превышает значение P, следует 
распределять коэффициент масшта-
бирования между операндами таким 
образом, чтобы отмасштабированные 
операнды не превышали величину P:

b b ba a aX Y= + ,

где baX – масштабирующий коэффи-
циент, применяемый к первому со- 
множителю; baY – масштабирующий 
коэффициент, применяемый ко второ-
му сомножителю; aX и aY – значения, 
определяемые соотношениями ИЛХ 
операндов следующим образом. 

Пусть L L L LX Y P1 = + − , L L LX Y2 = − ; 

тогда a L L a L L
X Y=

+
=

−
1 2 1 2

2 2
, . Если 

только один из операндов превышает 
величину P , к нему необходимо при-
менить масштабирующий коэффици-
ент ba.

Таким образом, если L LZ P≥ , необ-
ходимо выполнить масштабирование 
мантисс операндов, после чего выпол-
нить умножение отмасштабированных 
мантисс, а также скорректировать зна-
чение порядка результата λz = λz + L1 
и значение верхней и нижней границы 
интервальной логарифмической ха-
рактеристики результата L L LZ Z= − 1, 
L L LZ Z= − 1.

Процесс масштабирования является 
итерационным, поскольку за один шаг 
выполняется масштабирование коэф-
фициентом, не превышающим 2q, где 
q – разрядность модулей СОК.

На каждом шаге масштабирования 
вычисляется значение коэффициента R 
и остаток от деления модулярного чис- 
ла на pn+1 = 2α, где α ≤ q:

x M

x P P R P

n X

i

n

i i p p
i

i
i

+

=

−

= =

= ⋅ ⋅ − ⋅∑

1 2

1

1

2

2

2

2 2

2

α

α

α

α

α α

α

.

Затем выполняется масштабирова-
ние коэффициентом 2α:

x x Mi i X p p pi i
i

= − ⋅ −
2

1
2α
α

( ) ,

где ( )2
1α −

pi
 – мультипликативная ин-

версия числа 2α по модулю pi – констан-
та для конкретного значения модуля pi.

Все вычисления производятся над 
целыми числами, представленными 
в позиционной системе счисления, по 
правилам модулярной арифметики.

Если aX > q, процедура масштаби-
рования повторяется над уже масшта-
бированной мантиссой   x x xn1 2

, , ,⊃ � и так 
далее, пока не будет выполнено полное 
масштабирование коэффициентом 2αX. 
Аналогичным образом выполняется мас-
штабирование второго сомножителя Y.

Подробный алгоритм деления моду-
лярной мантиссы числа, представленно-
го в модулярно-позиционной интерваль-
но-логарифмической форме, на число 2α 
(масштабирование степенью двойки), 
также представлен в патенте [34].

Среднее время выполнения разра-
ботанного метода равно

T p M P t n
k
tZ= ≥( ) ⋅ +

1 2
,

где p(MZ ≥ P) – вероятность того, что 
произведение двух мантисс выйдет за 
пределы диапазона представления мо-
дулярных мантисс (в предельном слу-
чае p(MZ ≥ P) = 1); t1 – время выполнения 
операции масштабирования; t2 – время 
выполнения операции умножения по 
модулю; k – количество параллельных 
модулярных каналов.

Среднее время выполнения опера-
ции масштабирования определяется 
следующим образом: 
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t j t n
k
t n

k
t

1 3 4 5
= ⋅ + +






 ,

где t3 – время выполнения операции 
расширения базиса; t4 – время выпол-
нения операции вычитания по модулю; 
t5 – время выполнения операции умно-
жения по модулю на константу; j – чи-
сло итераций масштабирования.

Диапазон представления модуляр-
ных мантисс P p

i

n

i
n q= ≈

=

⋅∏
1

2 . Минималь-
ный коэффициент масштабирования 
равен 21, максимальный равен 2 2

n q⋅

. Мак-
симальное количество шагов масшта-
бирования примем равным n

2
.

Таким образом, минимальное и мак-
симальное время выполнения операции 
масштабирования равны соответственно:

t t n
k
t n

k
tmin1 3 4 5

= + + ,

t n t n
k
t n

k
tmax1 3 4 5

2
= + +






.

Время выполнения операции рас-
ширения базиса равно [34]:

t n
k
t n

k
t t

3 5 6 7
= + + ,

где t5 – время выполнения операции 
умножения по модулю на константу;  
t6 – время выполнения операции ска-
лярного произведения вектора на век-
тор-константу; t7 – время выполнения 
операции сложения.

Время выполнения операции умно-
жения по модулю двух произвольных 
чисел приблизительно в 2 раза выше, 
чем время выполнения стандартного 
целочисленного умножения; время вы-
полнения операции умножения по мо-
дулю на константу приблизительно рав-
но времени выполнения стандартного 
целочисленного умножения [13]. Таким 
образом, минимальное и максимальное 

время выполнения разработанного ме-
тода равно:

T n
k
t n
k
t t n

k
t n
k
t n

k
t

n
k
t n
k
t t n

k
t

min

c c c

= + + + +





+ =

= + + +

5 6 7 4 5 2

2

c







+ = +








2 6
1

n
k
t n

k
tc c ,

T n n
k
t n

k
t t n

k
t n

k
t n

k
t

n n
k
t n

k
t t

max

c c c

= + + + +





 +

= + + +

=
2

2

2

5 6 7 4 5 2

nn
k
t

n
k
t n n

k
tc c

c







 +

+ =
+

+









2 5 4

2
1

2

,

где t7 – длительность такта.
Сравним разработанный метод 

с конвейерным методом умножения 
длинных чисел с плавающей точкой 
(обозначим его как Lei et al [12]), а так-
же со стандартными методами умноже-
ния (обозначим их как Schulte ‒ Swar-
zlander [14] и Ishii [13]). В качестве 
контроля рассмотрим асимптотически 
быстрый метод, используемый для ор-
ганизации некоторых целочисленных 
двоичных умножителей (алгоритм Ка-
рацубы [26]). В табл. 1 представлены 
оценки времени выполнения разрабо-
танного метода и аналогов; n – коли-
чество слов базовой длины, необхо-
димых для представления длинного 
числа; k – количество параллельных 
модулярных каналов. В табл. 2 выпол-
нено сравнение времени выполнения 
разработанного метода и аналогов для 
чисел разрядности 1 024 и 2 048 бит 
(n = 16 64-разрядных слов и n = 32 
64-разрядных слова соответственно). 
На рис. 1; 2 представлены расчеты 
времени выполнения разработанного 
метода и аналогов для разрядности 
сомножителей от 256 до 2 048 бит с ис-
пользованием 64-разрядных (рис. 1) 
и 16-разрядных слов (рис. 2) соответ-
ственно.
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Р и с. 1. Сравнение быстродействия разработанного метода с аналогами  
(с использованием 64-разрядных умножителей)

F i g. 1. The comparison of the developed method speed-in-action with analogues  
using 64 bit multipliers

Р и с. 2. Сравнение быстродействия разработанного метода с аналогами  
(с использованием 16-разрядных умножителей)

F i g. 2. The comparison of the developed method speed-in-action with analogues  
using 16 bit multipliers
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Т а б л и ц а  1
T a b l e  1

Сравнение временной сложности разработанного метода и аналогов
Time complexity comparison with analogues

Метод умножения / 
Multiplication method

Время выполнения, тактов / 
Execution time, clock cycles

Lei at al. 
n n
2

4
2 8+ +

Schulte ‒ Swarzlander n2 + n + 12

Ishii  n2 + n + 7

Предложенный метод с масштабированием / 
Proposed method with scaling pn+1 = 2α

Предложенный метод с масштабированием 
параллельный (k = n) / 

Proposed method with scaling parallel (k = n)

5 6

2

n +

Т а б л и ц а  2
T a b l e  2

Сравнение быстродействия разработанного метода и аналогов (в тактах) 
The speed-in-action comparison (clock cycles) with analogues

Метод умножения / 
Multiplication method

Время выполнения, тактов / 
Execution time, clock cycles

Ускорение / 
Speed-upАналоги / 

Analogues

Предложенный 
метод (k = n) / 

Proposed method  
(k = n)

1 024 бит / 1 024 bit
Lei at al. 104 43 2,4

Schulte ‒ Swarzlander 284 43 6,6
Ishii 279 43 6,4

2 048 бит / 2 048 bit
Lei at al. 328 83 4,0

Schulte ‒ Swarzlander 1 068 83 12,9
Ishii 1 063 83 12,8

Обсуждение и заключение
Разработаны новые быстрые ме-

тоды умножения модулярных чисел 
с плавающей точкой; проведена оценка 
быстродействия разработанных мето-
дов; выполнено сравнение с работами 
других авторов. Предложенные методы 
в 2,4–4,0 раза быстрее конвейерного ме-
тода умножения и в 6,4–12,9 раз быст-
рее классических методов умножения.

Показано, что при умножении двух 
модулярных чисел с плавающей точкой 

практически каждая операция умноже-
ния модулярных мантисс сопровожда-
ется немодульной операцией масштаби-
рования, что существенно увеличивает 
общее время выполнения умножения. 
В связи с этим целесообразно продол-
жить исследования быстрых методов 
выполнения немодульных операций, 
в частности, операции масштабирова-
ния большими коэффициентами.

В данной статье не учитывается 
время выполнения операции преобра-
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зования чисел в модулярно-позици-
онную интервально-логарифмическую 
форму представления. Авторы считают, 
что разработанный метод умножения 
будет использоваться для обработки 
больших объемов числовой информа-
ции, поступающей уже в необходимом 
формате; преобразование же данных из 
других форматов, в том числе стандарт-
ных, может быть осуществлено в па-
раллельном или конвейерном режимах 
и не будет приводить к значительным 
затратам времени.

Авторами рассмотрен алгоритм мас-
штабирования коэффициентом, равным 
2a; при этом интервальная характери-
стика представлена в виде логарифмов 
по основанию 2. В то же время разрабо-
танный способ представления инфор-

мации и выполнения операции умноже-
ния может быть использован и при дру-
гих значениях основания логарифма. 
Так, разработанные методы могут быть 
применены для операций над числами 
вида M · 10E. В таком случае коэффи-
циент масштабирования будет равен 
10a. Данное преимущество может быть 
дополнительно использовано в задачах, 
критичных к ошибкам округления при 
вводе десятичной информации.

В качестве дальнейших исследо-
ваний предполагается изучение и раз-
работка быстрых методов выполнения 
немодульных операций расширения 
базиса и масштабирования, а также раз-
работка арифметического модулярно-
позиционного интервально-логарифми-
ческого устройства.
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