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равновесия системы динамики биоценоза 
в условиях межвидового взаимодействия
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Введение. В статье рассмотрена задача об устойчивости по части переменных нуле-
вого положения равновесия математической модели, описывающая динамику био-
ценоза в условиях межвидового взаимодействия типа «хищник-жертва», представ-
ляющую собой нелинейную систему обыкновенных дифференциальных уравнений 
с возмущениями в виде векторных полиномов. Исследуемая система рассмотрена 
при условии, что рождаемость биологических видов не превышает смертности.  
Материалы и методы. Получены достаточные условия устойчивости и асимптоти-
ческой устойчивости по части переменных нулевого положения равновесия систе-
мы. Доказательство основано на построении операторного уравнения в банаховом 
пространстве, связывающего решение исследуемой системы и ee линейного при-
ближения. На основе принципа Шаудера о неподвижной точке доказано существо-
вание решения операторного уравнения. Для завершения доказательства показано, 
что между решениями исследуемой системы и ее линейного приближения суще-
ствует локальная асимптотическая эквивалентность по Брауеру, причем разности 
между компонентами решений исследуемой системы и ee линейного приближения 
стремятся к нулю равномерно по начальным значениям.
Результаты исследования. В качестве примера рассмотрена модель типа «хищник-
жертва» в случае, когда два вида питаются третьим. Приведены условия устойчи-
вости и асимптотической устойчивости по части переменных тривиального поло-
жения равновесия системы динамики численности двух популяций «хищников» 
и одной популяции «жертв» при различных коэффициентах рождаемости биологи-
ческих видов. Построены графики численности популяций при различных значени-
ях разности между рождаемостью и смертностью соответствующих видов.
Обсуждение и заключения. В зависимости от разности между рождаемостью 
и смертностью биологических видов проведен анализ динамики численности двух 
популяций «хищников» и одной популяции «жертв» с течением времени.
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нелинейные обыкновенные дифференциальные уравнения, локальная асимптотиче-
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Introduction. The article considers the problem of stability of the mathematical model of 
the trivial equilibrium. The model describes the biocenosis dynamics with the predator- 
prey type interspecific interaction, which is a nonlinear system of ordinary differential 
equations with perturbations in the form of vector polynoms. The examined system is 
considered provided that the birth rate of biological species does not exceed mortality rate.
Materials and Methods. The article states the sufficient conditions for asymptomatic sta- 
bility. The proof is based on the construction of an operator equation in a Banach space, 
which connects the solution of the nonlinear system and its linear approximation. The 
existence of the operator equation solution is proved through using the Schauder fixed 
point principle. It is shown that there is Brauer local asymptotic equivalence between 
the solutions of the investigated system and its linear approximation and the differences 
between the components of the solutions of the nonlinear system and its linear approxima-
tion tends to zero evenly with respect to the initial values.
Results. As a case in point, the authors consider the model of the predator-prey type in the 
case when two species feed on the third one. The conditions for stability and asymptotic 
stability for a part of the variables of the trivial equilibrium of the abundance dynam-
ics of two predator populations and one prey population under different fertility rates of 
biological species are given. The graphs of a number of populations with different vaues 
of the difference between the birth rate and the mortality rate of partucular species are 
constructed.
Conclusions. Depending on the difference between fertility and mortality of biological 
species, the population dynamics of two populations of “predators” and one population of 
“preys” is analyzed over time.
Keywords: predator-prey model, stability in the respect to a part of variables, nonlinear 
ordinary differential equations, local asymptotic equivalence by Brauer, Schauder fixed 
point principle
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Введение
Математическое моделирова-

ние динамики численности попу-
ляций является одной из основных 
проблем математической экологии. 
Ввиду многофакторности биотиче-
ских и абиотических воздействий на 
биоценоз разработка модели пред-
ставляет собой нетривиальную за-
дачу. 

Важнейшей характеристикой матема-
тических моделей, описывающих дина-
мику численности биологических попу-
ляций, является наличие устойчивого или 
неустойчивого положения равновесия. 

Одна из широко известных биоло-
гических моделей – модель динамики 
биоценоза в условиях межвидового 
взаимодействия, известная как модель 
«хищник-жертва»1:

1 Bailey J. O. E., Ollis D. F. Biochemical engineering fundamentals. – 2nd ed. New York : McGraw-
Hill International Edition. 1986, 984 p. 

https://trove.nla.gov.au/work/10982259
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где v i Ni , ,=1  – численность популяции 
i-ого вида жертв; w t k Mk ( ) =, ,1  – чи-
сленность популяции k-ого вида хищ-
ников; ai и bk – разность между рожда- 
емостью и смертностью i-ого вида 
жертв и k-ого вида хищников соответ-
ственно в предположении, что он не ис-
пытывает влияния внешних факторов; 
aij – коэффициент, характеризующий 
уменьшение i-ого вида жертв за счет j-
ого вида хищников, aij > 0; bkj – коэффи-
циент, характеризующий увеличение 
k-ого вида хищников за счет j-ого вида 
жертв, bkj > 0.

Учитывая, что численность популя-
ции является неотрицательной величи-
ной, рассмотрим систему (1) при усло-
вии, что vi ≥ 0, i N=1, , wk ≥ 0, k M=1, .

Поскольку фазовые переменные 
данной системы отвечают численности 
различных видов популяций, вывод 
о динамике численности каждой из по-
пуляций можно сделать на основании 
исследования устойчивости положения 
равновесия системы по соответству- 
ющим переменным. 

В статье рассматривается вопрос 
об устойчивости по части переменных 
нулевого положения равновесия систе-
мы (1) при условии, что рождаемость 
биологических видов не превышает 

смертности. Это условие может быть 
записано в виде:

a i N b k Mi k≤ = ≥ =0 1 0 1, , ; , , .

Заметим, что в случае, когда ai = 0 
i N=1,  или bk  =  0, k M=1, , матрица 
линейного приближения системы (1) 
имеет нулевые собственные значения, 
что соответствует критическому слу-
чаю2. В связи с этим вопрос об устой-
чивости нулевого положения равнове-
сия по первому приближению остается 
открытым. 

Для решения поставленной задачи 
применяется подход3–5 [1–2], основан-
ный на установлении локальной асим-
птотической эквивалентности между 
решениями исследуемой системы и ее 
линейным приближением.

Обзор литературы
Основы математического подхода 

в экологии заложены в книге Т. Р. Маль-
туса6. В этой работе впервые приведена 
постановка задачи о численности попу-
ляции в строгих математических форму-
лировках, впоследствии получившая на-
звание модели Мальтуса; показано, что 
при отсутствии ограничивающих фак-
торов численность может увеличиваться 
в  геометрической прогрессии. Дальней-
шее развитие математических моделей 
популяций было реализовано в  работе 
П. Ф. Ферхюльста [3], где приведен ана-
лиз динамики численности популяции 
одного вида в условиях естественных 
ограничений – конкуренции за ресурсы. 
Исследование предложенных моделей 
было продолжено в трудах Р. Перла7 [4].

2 Малкин И. Г. Теория устойчивости движения. М. : Наука, 1966. 533 с. 
3 Воскресенский Е. В. Методы сравнения в нелинейном анализе. Саратов : Изд-во Сарат. ун-та, 

1990. 224 с.
4 Воскресенский Е. В. Асимптотические методы: теория и приложения. Саранск : СВМО, 

2000. 300 с.
5 Шаманаев П. А., Язовцева О. С. Применение локальной покомпонентной асимптотической 

эквивалентности к исследованию устойчивости по части переменных решений динамических си-
стем // Аналитические и численные методы моделирования естественно-научных и социальных 
проблем : мат-лы XII Междунар. науч.-техн. конф. Пенза : Пензенский государственный универ-
ситет, 2017.

6 Malthus T. R. An essay of the principle of population. London : St. Paul’s Church-Yard, 1798. 126 p. 
7 Pearl R. The biology of population growth. New York, 1930. 260 p.

http://www.mtas.ru/search/search_results.php%3Fpublication_id%3D18884
https://search.rsl.ru/ru/record/01000709750
http://www.esp.org/books/malthus/population/malthus.pdf
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Позднее был осуществлен переход 
от рассмотрения моделей, описыва- 
ющих один вид, к системам, моделиру-
ющим динамику популяций в услови-
ях межвидового взаимодействия8–9 [5]. 
Подобные модели получили название 
«хищник-жертва». Основой для состав-
ления систем послужили кинетические 
уравнения Лотки, описывающие ги-
потетическую химическую реакцию. 
Вольтерра предложил модификацию 
модели, учитывающую периодические 
колебания численности популяций при 
их взаимодействии.

Основные положения современ-
ного этапа развития математических 
моделей динамики численности по-
пуляций содержатся в различных ис-
следованиях10–13 [1; 6].

Вопросы устойчивости матема-
тических моделей, описывающих 
динамику биологических популяций 
в условиях межвидового взаимодейст-
вия, изложены в многочисленных ра-
ботах14–15 [7–11].

В книге Ю. А. Пыха на основе пря-
мого метода Ляпунова развита общая 
теория исследования устойчивости 
равновесных режимов для широкого 
класса экологических и генетических 
моделей16.

Работа Ю. М. Свирижева и Д. О. Ло-
гофета посвящена исследованию устой-
чивости обобщенных моделей типа 
«хищник-жертва»17.

Другими учеными проведен анализ 
положений равновесия модели Лотки-
Вольтерра на примере динамики попу-
ляций рыб, получен критерий бифурка-
ции Хопфа для данной модели [7].

К исследованию математической 
модели для трех видов индийскими 
и  арабскими учеными применены тео-
рия устойчивости и теория бифуркаций. 
Получены условия, при которых систе-
ма теряет устойчивость и в ней возни-
кают колебания предельного цикла [8].

Исследователи З. Ма, С. Вонг и др. 
описывают математическую модель ди-
намики биоценоза с функциональным 
откликом. в работе приведены резуль-
таты анализа поведения решений систе-
мы, показано влияние функционального 
отклика на динамику системы [9].

Итальянскими учеными проанали-
зировано поведение решений модели  
Лотки-Вольтерра на длительном проме-
жутке времени. Получены условия устой-
чивости для положений равновесия, име-
ющих биологический смысл [10].

В статье китайского исследователя 
рассмотрена модель «хищник-жертва» 
с функциональным откликом, для ко-
торой определены условия существо-
вания единственного положительного 
решения, исследованы его локальная 
и  глобальная асимптотическая устой-
чивость [11].

В работах других авторов содер-
жится обзор исследований в области 

8 Lotka A. J. Elements of physical biology. Baltimore : Williams and Wilkins, 1925. 460 р. 
9 Lotka A. J. Elements of mathematical biology. New York, 1956. 465 p. 
10 Bailey J. O. E., Ollis D. F. Biochemical engineering fundamentals. – 2nd ed. New York : McGraw-

Hill International Edition. 1986, 984 p. 
11 Базыкин А. Д. Нелинейная динамика взаимодействующих популяций. М.-Ижевск : Инсти-

тут компьютерных исследований, 2003. 368 с. 
12 Базыкин А. Д. Математическая биофизика взаимодействующих популяций. М., 1985. 181 c. 
13 Ризниченко Г. Ю. Математические модели в биофизике и экологии. М. – Ижевск : Институт 

компьютерных исследований, 2003. 184 с. 
14 Пых Ю. А. Равновесие и устойчивость в моделях популяционной динамики. М. : Наука, 

1983. 182 с.
15 Свирежев Ю. М., Логофет Д. О. Устойчивость биологических сообществ. М. : Наука, 

1978. 352 с. 
16 Пых Ю. А. Равновесие и устойчивость в моделях популяционной динамики. М. : Наука, 

1983. 182 с.
17 Свирежев Ю. М., Логофет Д. О. Устойчивость биологических сообществ. М. : Наука, 

1978. 352 с.

https://www.twirpx.com/file/1873843
https://onlinelibrary.wiley.com/doi/abs/10.1002/bimj.19650070323
https://trove.nla.gov.au/work/10982259
https://docplayer.ru/33168905-Nelineynaya-dinamika-vzaimodeystvuyushchih-populyaciy.html
http://www.studmed.ru/bazykin-ad-matematicheskaya-biofizika-vzaimodeystvuyuschih-populyaciy_46f5e70b608.html
http://docplayer.ru/26306782-G-yu-riznichenko-matematicheskie-modeli-v-biofizike-i-ekologii-moskva-izhevsk.html
https://www.twirpx.com/file/927955
https://www.twirpx.com/file/927955
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устойчивости по части переменных ре-
шений дифференциальных уравнений, 
приведены многочисленные приложе-
ния, в т. ч. из популяционной динами-
ки18–19.

П. Руш, П. Абетс и М. Лалуа на 
основании прямого метода Ляпуно-
ва исследуют устойчивость по части 
переменных положений равновесия 
математической модели динамики би-
оценоза в условиях межвидового вза-
имодействия для трех видов, два из 
которых питаются третьим20. 

Другими учеными изложены задачи 
об устойчивости по части переменных 
крупномасштабных (сложных) систем 
дифференциальных уравнений и экологи-
ческих систем Лотки-Вольтерры [12–13].

Материалы и методы
В работах авторов получены доста-

точные условия устойчивости по части 
переменных нулевого положения рав-
новесия нелинейных систем обыкно-
венных дифференциальных уравнений 
с возмущениями в виде векторных по-
линомов на основе локальной поком-
понентной асимптотической эквива-
лентности21 [2]. Система (1) относится 
к указанному классу систем и может 
быть представлена в виде:

dx
dt

Ax P x= + ( ) ,             (2)

где x Rn∈ ; x = colon(v,w); v = colon(v1,...,vN); 
w = colon(w1,...,wM); A – диагональная 
(n×n)-матрица вида

A diag a a b bN M= … − … −( )1 1
, , , , , ,

P x colon P x P xn( ) = ( ) … ( )( )1
, , ,

P x a v w i Ni
j

M

ij i j( ) = − =
=
∑
1

1, , ,

P x b w v k MN k
j

N

kj k j+
=

( ) = =∑
1

1, , .

Вместе с тем для систем вида (2) ус-
ловия устойчивости нулевого положе-
ния равновесия могут быть ослаблены.

Сформулируем достаточные усло-
вия локальной асимптотической экви-
валентности системы (2) и ее линейно-
го приближения

dy
dt

Ay=                  (3)

и на основании этих условий исследу-
ем вопрос об устойчивости по части 
переменных нулевого положения рав-
новесия системы (2).

Теорема
Пусть выполняются условия

a i N b k Mi k< =( ) ≥ =( )0 1 0 1, , ,  (4)

или

a i N b k Mi k= =( ) > =( )0 1 0 1, , , . (5)

Тогда системы (2) и (3) являются 
локально асимптотически эквивалент-
ными по Брауеру, а нулевое решение 
системы (2) обладает следующими 
свойствами:

1) в случае выполнения (4) асим-
птотически устойчиво по компонентам 
v i Ni , ,=1 , асимптотически устойчиво 

18 Воротников В. И., Румянцев В. В. Основы теории частичной устойчивости и управления : 
учеб. пособие. Нижний Тагил : НТИ УрФ, 2014. 304 с. 

19 Воротников В. И., Румянцев В. В. Устойчивость и управление по части координат фазового 
вектора динамических систем: теория, методы и приложения. М. : Научный мир, 2001. 320 с. 

20 Руш П., Абетс П., Лалуа М. Прямой метод Ляпунова в теории устойчивости. М. : Мир, 
1980. 300 с. 

21 Шаманаев П. А., Язовцева О. С. Применение локальной покомпонентной асимптотиче-
ской эквивалентности к исследованию устойчивости по части переменных решений динамических 
систем // Аналитические и численные методы моделирования естественно-научных и социальных 
проблем : мат-лы XII Междунар. науч.-техн. конф. Пенза : Пензенский государственный универси-
тет, 2017.

http://elar.urfu.ru/bitstream/10995/29007/1/978-5-9544-0066-3_2014.pdf
http://elar.urfu.ru/bitstream/10995/29007/1/978-5-9544-0066-3_2014.pdf
http://www.studmed.ru/vorotnikov-vi-rumyancev-vv-ustoychivost-i-upravlenie-po-chasti-koordinat-fazovogo-vektora-dinamicheskih-sistem-teoriya-metody-i-prilozheniya_830544242a9.html
http://www.studmed.ru/vorotnikov-vi-rumyancev-vv-ustoychivost-i-upravlenie-po-chasti-koordinat-fazovogo-vektora-dinamicheskih-sistem-teoriya-metody-i-prilozheniya_830544242a9.html
https://www.twirpx.com/file/1092662
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по тем компонентам wk, для которых 
bk > 0; устойчиво по тем компонентам 
wk, для которых bk = 0, причем по этим 
компонентам wk система имеет ло-
кальное асимптотическое равновесие, 
k M=1, ;

2) в случае выполнения (5) устой-
чиво по компонентам v i Ni , ,=1  и асим-
птотически устойчиво по компонентам 
w k Mk , ,=1 , причем по компонентам vi 
система имеет локальное асимптотиче-
ское равновесие.

Доказательство
Построим банахово пространство

Ω = ∈ +∞[ )( )
( ) ≤ ( ) ≤
≥ ∈ =

+

+

{ : , , ,

, ,

, ,

x x C T R

v t ce w t ce

t c R i

n

i
t

k
ti N kβ β

0
1

11 1, , , }N k M=

с нормой

x sup v t ce w t ce
i N
k M

i
t

k
ti N k

Ω = ( ) ( ){ }
=
=

− − +max , ,
,

,

1

1

β β

где при справедливости условия (4) по-
лагаем

β ε

β

i i

N k
k

k k

a i N
b

b b
k M

= + =

=
=

− >




=+

, , ;

,

,
, , ;

1

0 0

0
1

а при справедливости условия (5) ‒

β β εi N k ki N b k M= = = − + =+0 1 1, , ; , , .

Здесь ɛ – достаточно малое поло-
жительное число, которое выбирается 
таким образом, что ai + <ε 0 при усло-
вии (4) и − + <+bN k ε 0 при условии (5).

В банаховом пространстве Ω рас-
смотрим операторное уравнение

x Lx= ,                       (6)
где L = colon((Lx)1, ..., (Lx)n), причем 
при выполнении условия (4) компонен-
ты оператора L имеют вид:

Lx e y

a e v s w s ds i N

i
a t

i

j

M

ij

t
a t s

i j

i

i
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− ( ) ( ) =
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0

1 0

1, , ,
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j
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k

k

( ) = −

− ( ) ( ) =

+
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+
( )

=

+∞
− −( )∑ ∫

0

1

, 11, .M

а при выполнении условия (5) – 

Lx e y

a e v s w s ds i N

i
a t

i

j

M

ij
t

a t s
i j

i

i

( ) = +

+ ( ) ( ) =

( )

=

+∞
−( )∑ ∫

0

1

1, , ,

Lx e y
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b t

N k

j

N
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t
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k
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+ ( ) ( ) =
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+
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=

− −( )∑ ∫

0

1 0

1, ,, .M

Из построения оператора L следует, 
что решение x(t) операторного уравне-
ния (6) является также решением сис-
темы (2), причем начальные данные ре-
шений систем (2) и (3) при условии (4) 
связаны соотношениями

x y i Ni i
0 0

1
( ) ( )= =, , ,

x y b w s v s ds

k M

N k N k
j

N

kj k j+
( )

+
( )

=

+∞

= − ( ) ( )

=

∑ ∫0 0

1 0

1 7

,

, , ( )

а при выполнении (5) –

x y a v s w s ds i Ni i
j

M

ij i j
0 0

1 0

1
( ) ( )

=

+∞

= + ( ) ( ) =∑ ∫ , , ,

x y k MN k N k+
( )

+
( )= =0 0

1, , .            (8)

Покажем, что L :Ω Ω
0 0
→ , где 

Ω Ω0 0 0

1= ≤ ∈{ }+x x c c R: ,  для некото-
рого достаточного малого с0.
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Пусть x cΩ ≤ 0 . Тогда для компо-
нент оператора L в случае выполнения 
условия (4) справедливы оценки

Lx e y c a d i N
i

a t
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j
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ij j
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,�� � .

В случае выполнения условия (5) 
получим:

Lx y c e
b
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1 10

,
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В случае выполнения (4) выберем 
с0 такое, что справедливы следующие 
оценки:

θ

θ

1 0
1

1

2 0
1

1

1=
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




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
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<

ε
1.  (11)

Если выполняется (5), то выберем 
с0 такое, что верны следующие оценки:

θ

θ
ε

1 0
1

1

2
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1
1

1=







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
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Выберем yi
0( )  и yN k+

( )0  такие, что 

y c i Ni
0

1 0
1 1

( ) ≤ −( ) =θ , , ,

y c k MN k+
( ) ≤ −( ) =0

2 0
1 1θ , , .   (13)

Тогда при выполнении условия (4) 
из оценок (9) и (13) следует:

Lx c e i N
i

a ti( ) ≤ =+( )
0

1
ε
, , ;

Lx c e k M
N k

tN k( ) ≤ =
+

+
0

1
β
, , .

Если выполняется условие (5), то 
из оценок (9) и (13) получим:

Lx c i N
i( ) ≤ =

0
1, , ;

Lx c e k M
N k

b tk( ) ≤ =
+

− +( )
0

1
ε
, , .

Следовательно, Lx cΩ ≤ 0 при всех 
x∈Ω0.

Аналогично работе Е. В. Воскре-
сенского22 доказывается, что оператор L  
является вполне непрерывным на Ω0 и, сле-
довательно, удовлетворяет всем услови-
ям принципа Шаудера23 о существовании 
неподвижной точки для уравнения (6).

Учитывая оценки (9) и (12), в слу-
чае справедливости условия (4) и bk = 0 
при всех t ≥ 0 , получим

22 Воскресенский Е. В. Асимптотические методы: теория и приложения. Саранск : СВМО, 
2000. 300 с. 

23 Треногин В. А. Функциональный анализ. М. : Наука, 1980. 496 с. 

https://search.rsl.ru/ru/record/01000709750
https://www.twirpx.com/file/4496
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; при bk  >  0 при всех 
t ≥ 0 имеем 
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Если же выполняются условия (5), 
то при всех t ≥ 0

x t x y t y

c e i N

i i

b t

: , : ,

, , ;

0 0

1

0 0

1 0
0

( ) ( )

−

( ) − ( ) ≤
≤ =θ

x t x y t y

c e k M

N k N k

b tk

+
( )

+
( )

− +( )

( ) − ( ) ≤
≤ =

: , : ,

, , .

0 0

1

0 0

2 0
θ ε

где b b
k M k0
1

=
=
min
,

.
Поскольку ai  +  ɛ  <  0, i N=1, , 

‒ bk + ɛ < 0, k M=1, , то

x t x y t y: , : ,0 0 0
0 0( ) ( )( ) − ( ) →  

при t →+∞,
равномерно по x(0) и y(0).

Поскольку системы (2) и (3) явля-
ются локально асимптотически эквива-
лентными по Брауеру и выполняются 
условия теоремы 1.1 из работы [6], то 
свойство устойчивости и асимптотиче-
ской устойчивости компонент решений 
системы (2) полностью определяются 
поведением соответствующих ком-
понент решений системы (3). Отсюда 

следует, что нулевое решение системы 
(2) обладает свойствами 1‒2, приведен-
ными в формулировке теоремы.

Доказательство завершено
Результаты исследования
В качестве примера рассмотрим мо-

дель вида (1) в случае, когда два вида 
питаются третьим [7]:

dv
dt

a v a v w a v w

dw
dt

b w b w v

dw
dt

b w

1

1 1 11 1 1 12 1 2

1

1 1 11 1 1

2

2 2

= − −

= − +

= −

,

,

++













 b w v

21 2 1
,

  (14)

где a1, b1, b2 удовлетворяют условиям (4) 
и (5); a11, a12, b11, b21 – положительны.

В этом случае у системы (14) су-
ществует только нулевое положение 
равновесия. Исследуем его на устойчи-
вость по части переменных.

Из выполнения условий теоремы 
можно сделать следующие выводы об 
устойчивости по части переменных ну-
левого положения равновесия нелиней-
ной системы (14):

1)	 при a1 < 0, b1 > 0, b2 = 0 асим-
птотически устойчиво по переменным 
v1, w1 и устойчиво по переменной w2, 
причем по переменной w2 имеется ло-
кальное асимптотическое равновесие;

2)	 при a1 < 0, b1 = 0, b2 > 0 асим-
птотически устойчиво по переменным 
v1, w2 и устойчиво по переменной w1, 
причем по переменной w1 имеется ло-
кальное асимптотическое равновесие;

3)	 при a1 < 0, b1 = 0, b2 = 0 асим-
птотически устойчиво по переменной 
v1 и устойчиво по переменным w1, w2, 
причем по переменным w1 и w2 имеет-
ся локальное асимптотическое равно-
весие;

4)	 при a1 = 0, b1 > 0, b2 > 0 устой-
чиво по переменной v1 и асимптотиче-
ски устойчиво по переменным w1, w2, 
причем по переменной v1 имеется ло-
кальное асимптотическое равновесие.
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Для проведения численного моде-
лирования выбраны три группы коэф-
фициентов рождаемости и смертности 
a1, b1, b2 (см. рис. 1–3), соответству-
ющие условиям 2)–4). Графики ре-
шений для случая 1) соответствуют 
случаю 2), если переменные w1 и  w2 
в системе  (14) поменять местами. 
В  качестве значений параметров 

aij, bij были выбраны следующие: 
a11 = 0,03; a12 = 0,02; b11 = 0,2; b21 = 0,1. 
Начальные значения численностей 
популяций «жертв» и  «хищников» 
определены следующим образом: 
v w w
1 1 2
0 0 04 5 7( ) ( ) ( ), ,= = = .
Приведем графики, отражающие 

динамику численности популяций 
в исследуемой модели.

Р и с. 1. Графики компонент решений системы (14) при a b b
1 1 2

3 0 2= − = =, ,

F i g. 1. Graphs of solution components of system (14) at a b b
1 1 2

3 0 2= − = =, ,

Р и с. 2. Графики компонент решений системы (14) при a b b
1 1 2

1 0 0= − = =, ,

F i g. 2. Graphs of solution components of system (14) at a b b
1 1 2

1 0 0= − = =, ,
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Р и с. 3. Графики компонент решений системы (14) при a b b
1 1 2
0 1 2= = =, ,

F i g. 3. Graphs of solution components of system (14) at a b b
1 1 2
0 1 2= = =, ,

Обсуждение и заключения
Как видно из рис. 1, численности 

популяций второго вида «хищников» 
и «жертв» убывают, а численность пер-
вого вида «хищников» увеличивается 
до определенного предела, что подтвер-
ждается полученными аналитическими  
результатами. Таким образом, если рожда-
емость и смертность одного вида «хищ-
ников» равны, а у второго вида «хищни-
ков» и «жертв» смертность превышает 
рождаемость, то независимо от значений 
остальных параметров произойдет стаби-
лизация численности первой популяции 
и вымирание двух других.

На рис. 2 численность «жертв» 
стремится к нулевому значению, а чи-
сленность популяций «хищников» с те-

чением времени приходит к постоян-
ному значению. Действительно, если 
коэффициент смертности больше ко-
эффициента рождаемости для «жертв», 
но при этом рождаемость и смертность 
«хищников» равны, то происходит вы-
мирание «жертв» и стабилизация чи-
сленности «хищников».

Из рис. 3 следует, что если смерт-
ность двух популяций, истребляющих 
третью, превышает рождаемость, а ро-
ждаемость и смертность третьей попу-
ляции равны, то независимо от значений 
остальных параметров, численность по-
пуляции «жертв» и первой популяции 
«хищников» с течением времени убы-
вают, а численность другой популяции 
«хищников» стабилизируется.
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