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Введение. В статье исследуются сингулярно возмущенные системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений с однородной правой частью рациональной степе-
ни. Предметом исследования является асимптотическая устойчивость нулевого ре-
шения указанных систем при достаточно малых значениях параметра. 
Материалы и методы. В качестве основного приема исследования применяется 
декомпозиция возмущенной системы на редуцированную и пограничную сис-
темы меньшей размерности. Для анализа устойчивости используются теоремы  
В. И. Зубова об устойчивости однородных систем, относящиеся ко второму методу 
Ляпунова.
Результаты исследования. В ходе работы получены условия, при выполнении ко-
торых асимптотическая устойчивость нулевого решения сингулярно возмущенной 
системы является следствием аналогичного свойства редуцированной и погранич-
ной систем. Данный вывод справедлив при достаточно малых значениях возмуща-
ющего параметра. Для проверки условия теоремы требуется построение однород-
ных функций Ляпунова.
Обсуждение и заключения. В статье приведен числовой пример, показывающий, 
что класс систем, удовлетворяющих полученной теореме, не является пустым. По-
лучена оценка верхней границы изменения малого параметра, в рамках которой 
нулевое решение будет гарантированно асимптотически устойчиво.
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Introduction. The paper provides an overview of singularly perturbed systems of 
ordinary differential equations with a homogeneous right-hand side of rational degree. 
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For the stability analysis, Zubov's theorems on the stability of homogeneous systems are 
applied to Lyapunov second method.
Results. In the course of research, the authors have obtained the conditions under 
which the asymptotic stability of the zero solution of a singularly perturbed system is 
a consequence of the analogous property of the reduced and boundary systems. This 
conclusion is valid for sufficiently small values of the perturbing parameter. To verify the 
hypothesis of the theorem, it is required to construct homogeneous Lyapunov functions.
Discussion and Conclusions. The paper gives a numerical example showing the class of 
systems satisfying the obtained theorem is not empty. An upper bound for the variation 
of a small parameter has been obtained, within which the zero solution is guaranteed to 
be asymptotically stable.
Keywords: singularity, small parameter, stability, decomposition, homogeneous function
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Введение
Сингулярно возмущенные систе-

мы обыкновенных дифференциальных 
уравнений применяются при мате-
матическом моделировании систем, 
содержащих быстрые и медленные 
переменные. Примером могут слу-
жить системы гироскопической ста-
билизации, рекуррентные нейронные 
сети, биологические и электрические 
системы и пр. Достаточно широкий 
обзор сферы применения сингулярных 
систем можно найти в работах1 [1–3].

Базовым результатом в теории 
сингулярных возмущений считается 
работа А. Н. Тихонова [4], в которой 
были получены достаточные условия 
предельного перехода по малому пара-
метру в задаче Коши. При этом также 
был предъявлен основной подход к ис-
следованию сингулярных систем – де-
композиция исходной системы на сис-
тему быстрых и медленных движений. 
Данный подход нашел широкое при-
менение в различных задачах исследо-
вания сингулярных систем (устойчи-
вость, стабилизация, управление). 

Обзор литературы
В рамках приложений важнейшим 

свойством решений сингулярных сис-
тем является устойчивость по Ляпуно-

ву. Данной задаче посвящено немало 
работ1 [1–3]. Первой в данном направ-
лении является работа [5], в которой 
исследовались, соответственно, линей-
ные сингулярные системы вида:





x A t x A t y

y A t x A t y

= ( ) + ( )
= ( ) + ( )
11 12

21 22

,

.ε
 

и квазилинейные системы вида





x A t x A t y f t

y A t x A t y

= ( ) + ( ) + ( )
= ( ) + ( )
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Кроме того, в данной работе рас-
сматривались системы, допускающие 
выделение линейного приближения.

В дальнейшем исследования про-
водились в направлении нелинейных 
систем. В данном направлении вы-
делено два ведущих метода, широко 
применяемые при исследовании не-
линейных динамических систем: ме-
тод интегральных многообразий [3]  
и метод функций Ляпунова1. В работе 
данного автора представлены условия 
асимптотической устойчивости нуле-
вого решения нелинейных сингуляр-
ных систем общего вида 
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x f t x y

y g t x y

= ( )
= ( )

, , ,

, , ,ε
 

однако данный результат неприме-
ним к однородным системам, которые 
рассматриваются в настоящей статье. 
С задачей об устойчивости тесно свя-
зана задача стабилизации программно-
го движения, в которой в качестве ме-
тодов построения стабилизирующих 
управлений используются результа-
ты решения задачи об устойчивости.  
В работах [6–8] были исследованы во-
просы стабилизации нелинейных син-
гулярных систем.

Материалы и методы
В данной работе для исследова-

ния сингулярных систем с однородной 
правой частью применяются методы  
и теоремы из работы2. Приведем необ-
ходимые определения и теоремы. 

Определение 1
Непрерывная функция f x xn1

, ,…( )  
называется однородной порядка µ ∈Q , 
если для произвольного c R��∈  справед-
ливо равенство

 f cx cx c f x x x Rn n
n

1 1
, , , , , .…( ) = …( ) ∀ ∈µ  

Однородные функции удовлетворя-
ют следующей двусторонней оценке:

a x f x a x

a f x

a f x
x

x

1 2

1
1

2
1

µ µ≤ ( ) ≤
= ( )
= ( )

=

=

,

max ,

max .

            (1)

Кроме того, если однородная по-
рядка ∞ функция непрерывно диффе-
ренцируема, то ее частные производ-

ные 
∂
∂
f
xi  также являются однородны-

ми функциями порядка µ −1 , а следо-
вательно, справедлива оценка

  ∇ ( ) ≤ = >f x a x a const
3 3

0
µ
, .   (2)

Рассмотрим систему дифференци-
альных уравнений вида

x X x= ( )µ ,               (3)

где x Rn∈� , X xµ ( ) – непрерывная век-
тор-функция, элементы которой являют-
ся однородными порядка ∞ функциями.

Теорема 1
Если нулевое решение системы (3) 

асимптотически устойчиво, то сущест-
вует однородная порядка M, положи-
тельно определенная функция v x( ) , 
удовлетворяющая условию 

dv
dt

v x X x w x
3( )

( )= ∇ ( ) ( ) = − ( )T
·

µ , 

где w (x) – однородная порядка; 
M − +( )1 µ  – положительно определен-

ная функция.
Результаты исследования
Рассмотрим сингулярно возмущен-

ную систему

x X x y= ( )µ , ,
ε µ
y Y x y= ( ), ,                (4)

 
где x Rn∈ 1 , y Rn∈ 2 ; X µ , Y µ  – век-

тор-функции, однородные порядка 

µ = >
p
q

1; p, q – нечетные числа; ε > 0  –  
малый параметр. Предположим, что 
существует единственная вектор-функ-
ция φ x( ) , удовлетворяющая тождеству 

Y x xµ φ, ( )( ) ≡ 0 ,∀ ∈x Rn1 .        (5)

В силу однородности Y µ  вектор-
функция φ x( ) должна быть однород-
ной первого порядка. Теперь для сис-
темы (4) можно записать редуцирован-
ную систему 

x X x x= ( )( )µ φ,               (6)

2 Александров А. Ю. Устойчивость движений неавтономных динамических систем. СПб. : Изд-во 
Санкт-Петербургского ун-та, 2004. 186 с.
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и пограничную систему 
z Y x z x= + ( )( )µ φ, ,             (7)

где x Rn∈ 1  играет роль параметра.
Сформулируем и докажем одно 

вспомогательное утверждение.
Лемма 1
Функция f r r r r

1 2 1 2
,( ) = α β , где 

α β, >1 , при r r
1 2

0, >  и любом δ > 0  
удовлетворяет неравенству

r r H r r
1 2 1 2

α β β α β α α βδ δ≤ +( )+ − + .      (8)
Доказательство
Функция f r r

1 2
,( )  является одно-

родной порядка α β�� +  и, следователь-
но, удовлетворяет верхней оценке

r r H r r
1 2 1 2

α β α β α β≤ +( )+ + ,
где

H f r r S

r r r r r r
r r S

= ( ) =

= ( ) + = ≥{ }
∈

+ +

max , ,

, : , ,

,1 2

1 2

1 2 1 2 1 2
1 0

α β α β

.
После подстановки r r

1

2

1
= δ , r r2 2= δ   

и сокращения обеих частей неравенст-
ва на множитель δ α β2 + , получаем нера-
венство (8). Методами математического 
анализа нетрудно получить формулу 
для вычисления величины H:

H =
+









 +











+ +α
α β

β
α β

α
α β

α
α β

.     (9)

Теорема 2
Пусть выполнены следующие ус-

ловия: 
Для системы (6) найдена однород-

ная четного порядка M положительно 
определенная функция v x1 ( ) , удовлет-
воряющая неравенствам 

dv
dt

v x X

x x x

T

M

1

6

1

1

( )

( )

+ −

= ∇ ( ) ⋅ ⋅

⋅ ( )( ) ≤ −

µ

µφ, ;       (10)

∇ ( ) ⋅ + ( )( ) − ( )( ) ≤

≤ ⋅

( ) ( )

=

+∑

T

i

s
M

v x X x z x X x x

k x zi

1

1

1

( , , )
µ µ

α µ

φ φ

   

−− −1 αi ,
(11)

где k consti1
0, ,α = >  s – некоторое 

число. 
Для системы (7) найдена однород-

ная порядка M функция v x z
2
, ,( ) удов-

летворяющая оценкам

c z v x z c x zM M M
1 2 2
     ≤ ( ) ≤ +( ), ,  (12)

dv
dt

v x z

Y x z x z

z
T

M

2

7

2

1

( )

( ) + −

= ∇ ( ) ⋅

⋅ + ( )( ) ≤ −

,

,
µ µφ   ,      

(13)

∇ ( ) ⋅ + ( )( ) ≤

≤ ⋅

( )

=

+ − −∑

x
T

i

p
M

v x z X x z x

k x zi i

2

2

1

1

, ,

,

µ

β µ β

φ

   

     (14)

∇ ( ) ⋅ + ( )( ) ≤

≤ ⋅

( )

+ −

=

+∑

z
T

M

i

q
M

v x z D
Dx
X x z x

k z x zi

2

3

1

1

, ,
φ

φµ

µ γ µ
     

−− −









1 γ i

,

  (15)

где c k consti i1 2 1 2
0

, ,
, , .β γ = >

Тогда существует такое ε > 0 , что 
при ε ε< 0  нулевое решение системы (4) 
асимптотически устойчиво.

Доказательство
Сделаем в системе (4) замену 

y z x= + ( )� φ , которая сохраняет асим-
птотическую устойчивость нулевого 
решения. В результате получим более 
удобную для исследования систему 





x X x z x

z Y x z x

D
Dx
X x z x

= + ( )( )
= + ( )( ) −

− + ( )( )

( )

( )

( )

µ

µ

µ

φ

ε
φ

φ
φ

, ,

,

, .

1

         

(16)
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с формулой (9) определяются соот-
ношениями

h
M

M
M

h

i
i

M
i

M
M

i i

1

1

1

1

1

1

1
=

+ −










+ − −
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h
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=
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+ −β

µ
µ β
µ

β
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µ β
µ

,

33

1

1

1

1

1

1
i
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M

i

M
M

M
M
M

i i

=
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+ − −
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+ −
+ − −
+ −γ

µ
µ γ
µ

γ
µ

µ γ
µ

                    (20)

После перегруппировки слагаемых в правой части неравенства (19) получим:

dV
dt

k h k h k
i

s

i i
M

i

p

i i
M

i

i i

16

1

1

1 1

1

2

1

2 2

1

3
1

( ) =

+ − −

=

+ − −≤ − − −∑ ∑δ δµ α µ β

==

+ − − + −

=

−

∑

∑
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− − − −

1

3

1 1

3 1

1

1 1 2

1

q

i
M M

i

s

i i
i

i

i

x

k k h k

δ

ε
δ

µ γ µ

α

 

==

−

=

− + −∑ ∑−










1

2 2 3

1

3 3

1

p

i i
i

q

i i
Mh k h zi iδ δβ γ µ

  .

  (21)

видно, является положительно опреде-
ленной. Запишем ее полную производ-
ную в силу системы (16):

Доказательство теоремы будем 
проводить при помощи функции  
V x z v x v x z, ,( ) = ( ) + ( )1 2 , которая, оче-

dV
dt

v x X x z x

v x z X x z xx
T

16
1

2

( )

( )

( )

= ∇ ( ) ⋅ + ( )( ) +

+∇ ( ) ⋅ + ( )( )

T µ

µ

φ

φ

,

, , ++ ∇ ( ) ⋅

⋅ + ( )( ) −∇ ( ) ⋅ + ( )( ) ( )

1
2

2

ε

φ
φ

φµ µ

z
T

z
T

v x z

Y x z x v x z D
Dx

X x z x

,

, , ,(( ) .

                (17)

dV
dt

x z k x z

k

M M

i

s
Mi i

16

1 1

1

1

1

2

1

( )

+ − + −

=

+ − −≤ − − ⋅ +

+

+ ∑       

µ µ α µ α

ε

11

1

1

31

1

31

1i

p
M M

i

q
Mx z k z k x zi i i

=

+ − − + −

=

+ −∑ ∑⋅ + + ⋅         

β µ β µ γ µ 11−γ i .

       (18)

Согласно лемме 1, неравенство (18) можно продолжить следующим образом:

dV
dt

x k z k hM M

i

s

i i
M

16

1

3

1

1

1

1 1

11

( )

+ − + −

=

+ − −≤ − − −





 + ∑   

µ µ µ

ε
δ αα µ α µ

µ β µ

δ

δ

i i

i

x z

k h x

M
i

M

i

p

i i
M M
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=

+ − − + −

+( ) +

+ ∑

1

1

1

2

1

2 2

1 11

2

1

3

1

3 3

1 1

3
+( ) + +− + −

=

+ − − + − −∑δ δ δβ µ µ γ µ γ
i

M

i

q

i i
M M

i
i i iz k h x z     

M + −( )µ 1
,

 
(19)

где δ δ δ
1 2 3

0i i i, , >  – произволь-
ные числа; h h hi i i1 2 3

, , в соответствии  

неравенствами (8; 10; 11; 13–15), в ре-
зультате чего получим:

Для того чтобы оценить правую 
часть выражения (17), воспользуемся 
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Очевидно, что можно подобрать 
такие достаточно малые числа,  

δ δ δ
1 2 3i i i, , ,  чтобы выполнялось нера-

венство:

Тогда правая часть выражения (21) 
становится отрицательно определен-

1
1

1

1 1

1

2

1

2 2

1

3

1

3 3
− − −

=

+ − −

=

+ − −

=
∑ ∑ ∑k h k h k h
i

s

i i
M

i

p

i i
M

i

q

i
i iδ δ δµ α µ β

ii
M i+ − − >µ γ1

0.              (22)

ной при ε ε< 0 , где ε0 � определяется по 
формуле 

ε
δ δ δα β γ0

3 1 1 1 1 2 1 2 2 3 1 3 3

1
=

+ + +
=

−

=

−

=

−∑ ∑ ∑k k h k h k h
i

s
i i i

p
i i i

q
i i

i i i
.                   (23)

Таким образом, функция V(x,x) при 
ε ε< 0  удовлетворяет теореме Ляпунова 
об асимптотической устойчивости. Сле-
довательно, нулевое решение системы 
(16), а значит, и (4) при таких значениях 
ε  будет асимптотически устойчивым.

Теорема доказана.
Пример
Рассмотрим систему 

x x y y= − + +3

1

3

2

3 ,

ε y a x y
1

3 3

1

3= − ,          (24)

ε y b x y
2

3 3

2

3= − ,
где a b, > 0 . Здесь φ1 x ax( ) = , φ2 x bx( ) = . 

Редуцированная система имеет вид 

x a b x= + −( )3 3 3
1 ;           (25)

пограничная система имеет вид 

z a x z axz z
1

2 2

1 1

2

1

3
3 3= − − − ,

     (26)
z b x z bxz z
2

2 2

2 2

2

2

3
3 3= − − − . 

Для системы (25) функция Ляпуно-
ва имеет вид v x x

1

4( ) = , а для системы 
(26) – v x z z z z x z x z

2 1 2 1

4

2

4 2

1

2 2

2

2
, ,( ) = + + + . 

Оценки (10–15) будут выглядеть сле-
дующим образом: 

dv
dt

a b x1

25

3 3 6
4 1

( )
≤ − − −( ) .

∇ ( ) ⋅ + ( )( ) − ( )( )( ) ≤ + +( )( ) ( )T v x X x z x X x x K x z x z x z
1 1

3 3 4 2 5µ µφ φ, , ,      (27)

z v x z z x z4

2 1 2

4 4≤ ( ) ≤ +, , ,                                  

dv
dt

z2

26

6

( )
≤ − ,

 ∇ ( ) ⋅ + ( )( ) ≤ + +( )( )
x
T v x z X x z x K x z x z x z
2 2

3 5 2 4 3 3
, , ,

µ φ              (28)

∇ ( ) ⋅ + ( )( ) ≤ + + +( )( )
z
T v x z D

Dx
X x z x K z x z x z x z

2 3

6 5 2 4 4 2
, , .

φ
φµ
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где K
1 2 3, ,

 определяются по формулам: 

K a b a b
1

4 4
4 12= { } +{ }max ;max , ; ,

K a b a b
2

4 4
2 6 6= { } +{ }max ; max , ; ,

K a b a b a b a b a b a b a
3

2 2 2 2 2 2 4
4 12 2 6 6= { } { }+ + { } + + +max max , ; max , ; max , ; bb4{ }.

Величины h h hi i i1 2 3
, ,  вычислим по 

формулам (20):

h h h
11 23 33

1

2
= = = ,

h h h h
12 22 32 34

3
4

3
= = = = ,

h h h
13 21 31

5

6
5

6
= = = ,

Далее требуется подобрать такие 
значения δ δ δ

1 2 3i i i, , , чтобы выполнялось 
неравенство (22), после чего остается 
вычислить верхнюю границу допусти-
мого диапазона изменения параметра 
ε по формуле (23). Поскольку K

1 2 3, ,   
в нашем примере зависят от коэффи-
циентов a , b , то полученное в итоге 
значение ε0  будет зависеть от a  b, , 
δ δ δ
1 2 3i i i, , . Коэффициенты a  b,  долж-

ны удовлетворять условию a b3 3
1+ < , 

чтобы нулевое решение системы (25) 
было асимптотически устойчивым. 

Обсуждение и заключения
Полученная теорема 2 дает до-

статочные условия асимптотической 
устойчивости однородных сингуляр-
ных систем в общем случае. Досто-
инством результата является возмож-
ность свести исследование исходной 
системы к исследованию двух сис-
тем меньшей размерности, что мо-
жет оказаться полезным в силу их 
существенно нелинейной структуры. 
Соотношения (20; 22–23) позволя-
ют количественно оценить верхнюю 
границу допустимой вариации мало-
го параметра.

Условия теоремы 2 основываются 
на существовании однородных функ-
ций Ляпунова [9–10]. Функция v x1 ( )  
существует исходя из теоремы 1. 
Вопрос о критерии существования 
функции v x z

2
,( )  для системы (7) 

является открытым, а следователь-
но, проверка второго условия теоре-
мы 2 требует чисто конструктивного  
подхода.
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Динамика целевых индикаторов  
результативности научной деятельности  
членов диссертационных советов

С. И. Пахомов1, О. В. Кулямин1, В. А. Гуртов2*,  
И. В. Пенние2

1Министерство образования и науки Российской Федерации 
(г. Москва, Россия)
2ФГБОУ ВО «Петрозаводский государственный 
университет» (г. Петрозаводск, Россия)
*vgurt@psu.karelia.ru

Введение. Сеть диссертационных советов, представляя собой социальную систему 
в сфере развития науки и образования, требует разработки и совершенствования 
методов получения, обработки и анализа информации. В статье представлен 
анализ поэтапного достижении целевых индикаторов результативности научной 
деятельности членов диссертационных советов и организаций, на базе которых 
действуют диссертационные советы. 
Материалы и методы. Повышение качества работы системы государственной 
аттестации потребовало привлечения математического аппарата и программных 
средств для автоматизации обработки данных и формирования управленческих 
решений по оптимизации сети диссертационных советов. Показатели для 
анализа результативности были получены в ходе мониторинга деятельности сети 
диссертационных советов в 2015–2016 гг. Целевые индикаторы результативности госу- 
дарственной системы научной аттестации были определены на основании решения 
Высшей аттестационной комиссии при Минобрнауки России от 03.06.2015 г.
Результаты исследования. Для выработки управленческих решений по 
оптимизации сети диссертационных советов было проведено сравнение фактически 
достигнутых результатов и плановых целевых индикаторов. При этом массив 
обрабатываемых данных составил > 60 тыс. членов диссертационных советов, 
а число показателей для каждого из них, включая перечень публикаций за 5 лет, 
достигло 100 единиц. Анализ показал рост степени соответствия результативности 
научной деятельности критериальным значениям: данный показатель возрос 
в 2016 г. по сравнению с 2015 г. для организаций с 86,7 % до 88,3 %, а для членов 
диссертационных советов – с 66,2 % до 77,1 % соответственно. Проведенные 
мониторинги оценки качества деятельности сети диссертационных советов в 2015–
2016 гг. позволили сформировать рейтинги диссертационных советов по 52 группам 
научных специальностей, где в качестве критерия выступала степень соответствия 
диссертационного совета в целом критериальным требованиям, предъявляемым 
ВАК к индикаторам результативности научной деятельности организаций, на базе 
которых действуют диссертационные советы, и членов диссертационных советов.
Обсуждение и заключения. Анализ результативности деятельности диссертационных 
советов показал положительную динамику в движении данного показателя  
к значениям целевых индикаторов, представленных в Дорожной карте. Полученная 
информация послужит научной основой для выработки управленческих решений 
по оптимизации сети диссертационных советов.
Ключевые слова: диссертационный совет, мониторинг, результативность, научная 
деятельность, дорожная карта
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