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Введение. В статье рассматривается новый подход к исследованию уравнений типа 
Эмдена-Фаулера.
Материалы и методы. Для решения поставленной задачи применяется ме-
тод асимптотической эквивалентности, разработанный Е. В. Воскресенским.  
Понятие асимптотической эквивалентности дифференциальных уравнений не 
имеет однозначного трактования. Однако все существующие значения объединяет  
указание на отношение эквивалентности, определенном через асимптотические 
свойства решений. В общем случае данное отношение определяется полугруппой 
преобразований с единицей некоторого класса дифференциальных уравнений в себя.
Результаты исследования. В статье приводятся асимптотические формулы для ре-
шения нелинейного дифференциального уравнения; формулируются необходимые 
для решения задачи теоремы и следствия из них; проводится полное доказатель-
ство сформулированных теорем. В результате исследований были получены более 
точные формулы для решения уравнения Эмдена-Фаулера.
Обсуждение и заключения. Полученные результаты согласуются с аналогичными 
исследованиями других авторов и дополняют их. Дальнейшая работа по данной 
тематике предполагает применение полученных результатов в различных областях, 
например, исследовании математических моделей в экономике и экологии.
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Introduction. This article examines a new approach to the analysis of Emden-Fowler equations.
Materials and Methods. In this article, which is based on the methods proposed by  
V. Ye. Voskresensky [Comparison methods in nonlinear analysis? Saransk, 1990], a new 
approach to the analysis of Emden-Fowler equations was found. The concept of asymp-
totic equivalence of the differential equations has no unequivocal meaning. Various au-
thors have different views on it. Nevertheless, all authors discuss about the equivalence 
relation defined by the asymptotic properties of the solutions. In general, this ratio is 
determined by the transformation semigroup with identity of a certain class of differen-
tial equations into itself.
Results. The paper contains asymptotic formula for the solution of nonlinear differential 
equations. The procedure outlined is required to solve the problem of the theorem and 
their implications. Also a complete proof of these theorems was conducted. These stud-
ies obtained more accurate formula for the solution of the equation of Emden-Fowler.
Discussion and Conclusions. The obtained results are consistent with similar studies of 
other authors and complement them. Further work on this topic involves the use of the 
results in a variety of applications, namely an application to the study of mathematical 
models in the field of economy and ecology.
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Введение
Решение уравнений типа Эмдена-

Фаулера изучалось во многих рабо-
тах. Интерес к этой задаче не теряется  
и в настоящее время. Данное урав-
нение находит свое применение при 
решении многих прикладных задач.  
Например, в работе [1] оно лежит в ос-
нове математической модели конкурен-
тоспособности и производительности 
некоторого предприятия. Конкуренто-
способность F P n( )( )  является степен-
ной функцией от производительности
P n( ) , причем существуют такие кон-
станты p > 0  и k , при которых

F P n P n np k( )( ) = ( ) ,

где n – номер исследуемой струк-
туры предприятия.

Производительность P n( )  > P0   
и F  пропорционально вто-
рой производной P  по n . Для 

F P n M n
P n
n

( )( ) = ( )
∂ ( )
∂

2

2 ,  как правило, 
M n n( ) = . В результате получим урав-
нение с начальными условиями:

nP n P n n n n
P n P P n P

p k( )″ − ( ) = ≥

( ) = ≥ ′( ) =






0
0

0

0 0 0 1

, ,
, .

Обзор литературы
Для уравнений типа Эмдена-Фау-

лера получены существенные резуль-
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таты, которые не только дополняют 
классические исследования, изложен-
ные в монографии Р. Беллмана [2], но 
и демонстрируют практическое приме-
нение полученных результатов. Посто-
янный интерес обусловлен также тем, 
что уравнение широко применяется  
в различных областях, от экономики 
до математической физики. 

Первоначально уравнение рассма-
тривалось в виде:

( )t u t unδ γ′ ′ ± = 0 ,

где δ γ, ,n  – постоянные. 
Оно было получено Р. Эмдоном  

в связи с изучением условий равно-
весия политропного газового шара. 
Новые свойства решений уравнения  
Эмдена-Фаулера, касающиеся их про-
должимости, были получены в иссле-
дованиях китайских математиков Чанга  
и Ли [1; 3–6]. Систематическое изло-
жение результатов анализа продолжи-
мости решения приведено в работах 
В. С. Самовола [7–8]. Вопрос сущест-
вования решений для квазилинейных 
дифференциальных уравнений типа 
Эмдена-Фаулера высокого порядка ис-
следуется в работе И. В. Асташовой [9].

Материалы и методы
Для исследования решений урав-

нения Эмдена-Фаулера применялся 
метод асимптотической эквивалентно-
сти. Нами было исследовано диффе-
ренциальное уравнение n-ого поряд-
ка, которое при n = 2 превращается  
в уравнение Эмдена-Фаулера.

Рассмотрим данное дифференци-
альное уравнение:

y t y yn( ) ( ) | | sgn= φ λ ,         (1)

где t T T n∈ +∞[ ) ≥ > ≥, , , ,1 0 1λ  – це-
лое φ ∈ +∞C T([ , )) .

Докажем асимптотическую экви-
валентность по Брауеру уравнения (1)  
и уравнения

x n( ) = 0 .                   (2)

Ясно, что выражения (1–2) пред-
ставляются соответствующими систе-
мами, при этом можно было бы прибег-
нуть к результатам работы [4]. Однако 
новые методы доказательства асим-
птотической эквивалентности были 
применены именно для уравнения (1). 
При этом для простоты изложения 
в данной статье не рассматривается  
задача покомпонентной асимптотиче-
ской эквивалентности.

Обратимся к условиям, при кото-
рых существуют решения уравнения 
(1), имеющие при t → +∞  вид:

y t a t a t
a t a o

n n

n n

( ) ...

... ( ).

= + +

+ + +

− −

− −

0
1

1
2

2 1 1
       (3)

Некоторые асимптотические свой-
ства этого уравнения были рассмо-
трены в работе Р. Беллмана [2]; при 
n a= ≠2 00,   эта задача была решена  
Е. В. Воскресенским. В данном случае 
она решается при произвольном нату-
ральном n и произвольном наборе чи-
сел ( ,..., )a an0 1− на основе метода асим-
птотической эквивалентности [10–13].

Результаты исследования
Результаты проведенного иссле-

дования сформулируем в виде следу- 
ющих теорем.

Теорема 1
Если 0 1< ≤λ  и 

... | ( ) | ... ( )( )φ αλ λS S ds ds on n
n

n
SSt n

−
+∞+∞+∞

−

∫∫∫ =1
1

11

1  

при t → +∞ , то все решения урав-
нения (1) имеют вид (3).

Доказательство:
На множестве T t t≤ ≤ < +∞0  запи-

шем уравнение
y t a t a t

a t a
n

t s s y s

n n

n n

n

( )

...
( )!

( ) ( ) | (

= + +

+ + + +
−

−

− −

− −

−

0
1

1
2

2 1

1

1
1

φ )) | sgn ( ) .λ y s ds
t

t

0

∫

 

(4)
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Тогда | ( ) | | ( ) || ( ) |y t
t

c c s y s dsn
t

t

− ≤ + ∫1 0

0

φ λ , 

где c c, 0 0≥ , и на основании теоре-
мы 1.1 из работы [13] запишем:

| ( ) | ,y t c t t tn≤ ≥−
1

1
0 ,          (5)

где
y t y y t y y t yn n( ) , ( ) ,..., ( )( ) ( )

0 0 0 0
1

0 0
1= ′ = ′ =− − ;

t0 – достаточно большое число, завися-
щее от чисел y y n0 0

1,..., ( )− .
Поскольку
1
1

1

0
( )!

( ) ( ) | ( ) | sgn ( )

... ( ) | ( ) | s

n
t s s y s y s ds

s y s

n

t

t

n n

−
− =

=

−∫ φ

φ

λ

λ ggn ( ) ... ,y s ds dsn n
t

s

t

s

t

t n

1

0

1

00

−

∫∫∫

то из равенства (4), неравенства (5) 
и условия теоремы получим:

y t b t b t b t b on n
n n( ) ... ( )= + + + + +− −
− −0

1
1

2
2 1 1 .

Приняв в качестве уравнения срав-
нения уравнение вида:

dz
dt

c t t zn= −
0

1| ( ) | ( )φ λ λ            (6)

и, применяя теорему 1.1 из рабо-
ты [Там же], убедимся в равномерной 
ограниченности решений этого урав-
нения при любом c0 0≥  на множест-
ве D z z K t T= ≤ ≤ ≥ >{ : , }0 1 , где K – 
произвольное фиксированное число, 
0 1< <λ .

На основании теоремы сравнения  
и равномерной ограниченности реше-
ний уравнения (6) неравенство (5) спра-
ведливо при достаточно большом T  
и произвольных, но достаточно малых 
y y n0 0

1,..., ( )− . Поэтому оценка (5) равно-
мерна относительно t, и при достаточно 
большом T все решения уравнения (1) 
y t y y t y y t yn n( ) , ( ) ,..., ( )( ) ( )

0 0 0 0
1

0 0
1= ′ = ′ =− −  

имеют вид (3).
Доказательство закончено.

Теорема 2
Пусть выполняются условия теоре-

мы 1, а

Y s s ds dsj j j
n

j
SS j

( ) ... | ( ) | ...( )λ φ αλ λ= −
+∞+∞+∞

−

∫∫∫ 1
1

1 11

существует и интегрируема на 
любом компакте из [ , )β +∞  при всех
j n=1, .  Тогда для любого набора дей-

ствительных чисел ( , ,..., )a a an0 1 1−  су-
ществует такое решение y t( )  уравне-
ния (1), при котором

y t a t a t a t a on n
n n( ) ... ( )= + + + + +− −
− −0

1
1

2
2 1 1

 
при t → +∞ .

Доказательство:
При t T0 ≥  рассмотрим семейство 

решений уравнения (1):

y t a t a t a

S y S y s

n
n n

n
n n n

( ) ...

( ) ... ( ) | ( ) | sgn (

= + + + +

+ −

−
− −

−

0
1

2 1

11 φ λ )) ... ,ds dsn
SSt

t

n

1

11 −

+∞+∞

∫∫∫

при котором выполняются все ус-
ловия теоремы 1.1 из работы [Там же]. 
Отсюда следует равномерная ограни-
ченность семейства { ( )}v t . Поскольку 
при любых t t, ≥1

| ( ) ( ) | ... | ( ) | ... ,( )v t v t S S c ds dsn n
n

n
SSt

t

n

− ≤ −
+∞+∞

−

∫∫∫ φ λ λ1
1

11

то это семейство равностепен-
но непрерывно и, таким образом,  
компактно. Поэтому существует по-
следовательность { }t0

″ , сводящаяся  
к функции y t( )  равномерно на каждом 
компакте

| ( ) ... |

... | ( ) | ...( )

y t a t a

S S c ds ds

n
n

n n
n

n
Sn

− − − ≤

≤

−
−

−

−

0
1

1

1
1

1

 

φ λ λ
++∞+∞

∫∫∫
St

t

1

.
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Из этого следует доказательство 
теоремы.

Доказательство закончено.
Следствие 1
При условиях теоремы 2 уравне-

ние (1) имеет равномерно ограничен-
ные решения с начальными данными 
y t y( )0 0= ,

′ = − ×

×

+

− − − −

y t

S y S y s ds ds

n

n n n n
S

( ) ( )

... ( ) | ( ) | sgn ( ) ...

0
1

1 1 1 1 1

1

φ λ

nnSt −

+∞+∞+∞

∫∫∫
110

y t

S y S y s ds ds

n

n n n n
t

( ) ( )

( ) | ( ) | sgn ( ) ...

−

− − − −

+∞

=

= − ∫

1
0

1 1 1 1 1

0

φ λ ,

удовлетворяющее данному усло-
вию y t y( )0 0= . Справедливость следст-
вия вытекает из теоремы 2 и теоремы 
1 работы [5].

Следствие 2
Теорему 2 можно сформулировать  

в терминах асимптотической эквива-
лентности: уравнения (1–2) асимптоти-
чески эквивалентны по Брауеру, если 
выполняются условия теоремы 1 и

Y s s ds dsj j j
n

j
SS j

( ) ... | ( ) | ...( )λ φ αλ λ= −
+∞+∞+∞

−

∫∫∫ 1
1

1 11

существует и интегрируема на 
любом компакте из [ , )β +∞  при всех 
j n=1, .

Применим полученные результаты 
непосредственно к уравнению Эмде-
на-Фаулера:

′′ ± =u t unσ 0 ,              (7)

где n a
b

= >1 , a  – натуральное чи-
сло, b  – нечетное натуральное число. 
Уравнение (7) можно записать в виде 
системы:

dz
dt

Az L t z= ± ( , ) ,           (8)

где

A L t z t z

z
z
z

u
u

n=








 =










=








 =

′









0 0
1 0

1
02

1

2

; ( , ) ;σ

                             .   

Пусть z diag t e yA= { , }1 . Тогда урав-
нение (8) перейдет в уравнение

′ = ±−y t y g t y1Λ ( , ) ,             (9)

где Λ = − =

= ⋅− −

diag g t y
e diag t R t diag t e yA A

{ , }; ( , )
{ , } ( , ( , ) ),

0 1
1 11

R t z
t zn

( , ) =










σ
2

0
 и 

g t y c t t c y ct z y cn n n n( , ) | | , .≤ ≤ ⋅ >+
1 2 2 0σ σ σ   

Для определенности в уравнении 
(9) примем знак плюс, в противном 
случае рассуждения будут аналогич-
ными. Пусть σ + = −n q .

Теорема 3
Если q > 2 , то уравнения (9) и 

d
dt

tη
η= −1Λ               (10)

в некоторой окрестности нулево-
го решения y = 0  асимптотически эк-
вивалентны по Брауеру относительно 
функции ψ = −t q2 при t → +∞ , то есть

y t t y t t z o t t tq( : , ) ( : , ) ( ),0 0 0 0
2

0= + ≥−η  . (11)

Доказательство этой теоремы 
вытекает из теоремы 2, поскольку  
в этом случае все условия выполня-
ются. Действительно, асимптотиче-
скую формулу (11) запишем в следу-
ющем виде:

y t t y
t

z o t t tq( : , ) ( ),0 0 1 0
2

0

1 0
0

=








 + ≥−

−   .

Тогда 

y t t y
t

z o t t tq( : , ) ( ),0 0 1 0
2

0

1 0
0

=








 + ≥−

−   ,
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то есть

z t
t

t
z o t tq

( )

( ) ,

=



























 +









 ≥−

−

1 0
0

1 0
1 1

1 0
0 1 0

2   tt0 .

Тогда, если c z c z1 2
0

2 1
0= =,  , то

u c o t t c o t t tn n q n n q= + + + ≥− −
1

2
2

2
0( ) ( ( )), . 

Поэтому при малых c c1 2,  получим: 

′ = − =

=
+ +

+ +

+
+

+∞

+ +
−

+

∫u t c s u s ds

t
n

c o t

t

t

n

n
n q

( ) ( )

( ( ))

(

2

1

2
2

1

1

1

σ

σ

σ

σ

σ
cc o t c tc t tn q

1
2

1 2 0+ + + ≥−( )) ,   ;

(12)

u t t
n n

c o t

t c

n
n q

n

( )
( )( )

( ( ))

( )( )
(

=
+ + + +

+ +

+
+ +

+ +
−

+

σ

σ

σ σ

σ σ

2

2
2

2

1

2 1

2 1
++ +

+ + ≥

−o t

c tc t t

q( ))

, .

2

1 2 0 

 

Доказательство закончено.
Обсуждение и заключения
На основании представленных  

в статье теорем и проведенного до-
казательства можно сделать вывод, 
что полученная асимптотическая 
формула (12) является более точ-
ной, чем соответствующие формулы  
Р. Беллмана.
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