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ТЕОРЕТИКО-ИГРОВЫЕ МОДЕЛИ 
ФУНКЦИОНИРОВАНИЯ ДРЕВОВИДНЫХ 
И РОМБОВИДНЫХ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ

В. Д. Ширяев, Е. В. Анощенкова, Р. Р. Бикмурзина
В статье рассматриваются статические модели иерархических систем управления. 
Практика создания и функционирования различных организационных, в том числе  
эколого-экономических, систем показывает, что процедура управления в них должна 
быть построена по иерархическому принципу. Задачи анализа и синтеза иерархи-
ческих систем не укладываются в рамки обычной теории оптимального управле-
ния, так как в условиях взаимодействия подсистем становится неоднозначным само 
понятие оптимальности. Управление в рамках эколого-экономической системы, как 
правило, предполагает наличие иерархической структуры, отдельные элементы ко-
торой имеют собственные цели, не совпадающие с целью развития системы в целом.
Нами рассматриваются древовидные и ромбовидные системы управления. Кон-
фликтно-управляемые системы с иерархической структурой сводятся к иерархиче-
ским играм. Общий анализ двухуровневой модели иерархической системы управ-
ления сводится к нахождению решения игры. Древовидная система управления 
формализуется как бескоалиционная игра (n+1) лица (административного центра  
и производственных подразделений В1, …, Вn), а ромбовидная система управления –  
как бескоалиционная игра четырех лиц в нормальной форме. В качестве принципа 
оптимальности в бескоалиционном случае используется равновесие по Нэшу. При-
водятся конструктивные методы нахождения оптимальных решений для таких си-
стем. При этом наблюдалась множественность ситуаций равновесия по Нэшу, что 
объясняется доминирующей ролью центра А0 в игре.
Существование доминирующего игрока возможно и в других задачах конфликтного 
управления, однако мы ограничились лишь рассмотрением древовидных и ромбо-
видных систем управления.

Ключевые слова: древовидная система управления, ромбовидная система управле-
ния, иерархическая игра, оптимальная стратегия, равновесие по Нэшу, задача пара-
метрического программирования.

GAME-THEORETIC MODELS OF TREE-STRUCTURE 
AND DIAMOND-STRUCTURE SYSTEMS 
OF MANAGEMENT FUNCTIONING

V. D. Shiryayev, E. V. Anoshchenkova, R. R. Bikmurzina 
Static models of hierarchical systems of management are considered in this research. The 
practice of creating and functioning of various organizational systems (including economic 
systems) shows that the process of their management should be based on the hierarchical 
principle. The goals of analysis and synthesis of hierarchical systems go beyond general 
optimal control theory, as with subsystems interacting, the very notion of optimality gets 
ambiguous. As a rule, the management within the scope of an economic system implies the 
presence of a hierarchical structure, the individual elements of which have their own goals, 
that could be different from the goal of the system’s development in whole. 
Tree-structure and diamond-structure systems of management are studied in this research. 
Conflict-controlled systems with hierarchical structure are added up to hierarchical games. 
In rather general conditions the analysis of a two-level model of hierarchical system of 
management comes to finding of the solution for a game. Tree-structure system of man-
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Иерархическая структура управле-
ния (ИСУ) – это система управления, 
состоящая из последовательности уров-
ней управления, следующих друг за 
другом в порядке определенного прио-
ритета. Между элементами различных 
уровней иерархии могут быть как вер-
тикальные, так и горизонтальные связи, 
выражаемые в обмене информацией, 
выборе согласованных решений и т. д. 
ИСУ характеризуются тем, что подра-
зделения нижних уровней выбирают 
свои управления в рамках ограничений, 
наложенных подразделениями выше-
стоящих уровней, имеющих с ними вер-
тикальные связи.

Основной причиной возникновения 
иерархической структуры управления 
является невозможность своевремен-
ного сбора и переработки большого 
объема информации об управляемых 
процессах единым управляющим цен-
тром, что может привести к принятию 
решений по неполной или устаревшей 
информации [1; 3; 5; 7; 10]. Обработка 
информации и принятие решений от-
дельными элементами системы (подси-
стемами) позволяет обычно уменьшать 
влияние такого рода неопределенности.

Практика создания и функциониро-
вания организационных систем показы-
вает, что процедуры управления в них 
должны быть построены по иерархиче-
скому принципу. Типичным примером 
системы управления с иерархической 
структурой является система расчета 
народнохозяйственных планов капиталь-
ных вложений, начиная от отдела сводно-
го планирования капитальных вложений 
(первый уровень иерархии) и заканчивая 
соответствующими отделами городских 

и районных исполнительных комитетов 
(последний уровень иерархии). Проме-
жуточными уровнями управления здесь 
являются подотделы планирования капи-
тальных вложений отраслевых отделов, 
подразделений НИИ и др.

Задачи анализа и синтеза иерархи-
ческих систем не укладываются в рамки 
обычной теории оптимального управле-
ния, так как в условиях взаимодействия 
подсистем становится неоднозначным 
само понятие «оптимальность». Необ-
ходимость учета несовпадения инте-
ресов элементов экономической систе-
мы, наличия неопределенных факторов  
и различной степени информированно-
сти на разных уровнях признана эко-
номистами и специалистами в области 
исследования операций.

В математической постановке иерар- 
хические системы обычно классифи-
цируются по числу уровней и характе-
ру вертикальных связей. В настоящее 
время наиболее разработанная область 
теории ИСУ – двухуровневые иерархи-
ческие системы [2; 4; 6; 8]. Структуру 
такой системы образуют «центр» (под-
система, осуществляющая управление 
в системе) и n подчиненных центру 
подсистем («производителей»). В этом 
случае центр является единственным 
элементом верхнего уровня, а n «про-
изводителей» составляют n элементов 
нижнего уровня. Структуру ИСУ удоб-
но задавать графом связей. Вершины 
графа соответствуют элементам сис-
темы, дуги графа могут отражать как 
материальные, так и информационные 
связи. На рис. 1 изображена двухуров-
невая ИСУ, состоящая из центра и n 
«производителей».

agement is formalized as a non-cooperative game (n+1) of a player (administrative center 
and operating departments В1, …, Вn). Diamond-structure system of management is for-
malized as a non-cooperative game with four players in its normal form. Nash equilibrium 
is used as a principle of optimality in a noncooperative game. Constructive methods of 
finding optimal solutions for these kinds of systems are provided. Multiplicity of Nash 
equilibria encountered is determined by dominating role of the core А0 in the game.
It goes without saying that the existence of a dominant player is possible in other tasks of 
conflict management. In our research, however, we confine ourselves to studying tree – 
structure and diamond-structure system of management only.

Keywords: tree-structure system of management, diamond-structure system of management, 
hierarchical game, optimal strategy, Nash equilibrium, parametric programming task.
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Р и с. 1

Управление центра А0 обозначим че-
рез u=(u1, u2,…, un), где ui – управляющее 
воздействие центра на подчиненное ему 
подразделение Bi , находящееся на втором 
уровне иерархии, а пространство управле-
ний – U. Будем считать, что подсистемы 
обладают определенными правами при-
нятия решений, т. е. Bi выбирают управле-
ния v U ui i∈ ( ) , где U ui ( )  – пространство 
управлений подразделения Bi, предопреде-
ленное управлениемu U∈ , которое выби-
рается центром А0. Векторы νi – это про-
дукты, т. е. результаты функционирования 
нижней ступени иерархии.

Будем считать, что центр А0 сам ни-
чего не «производит», а «интересуется» 
совокупным результатом производства, 
«производители» же заинтересованы  
в своих результатах. Тогда критерий 
эффективности для центра можно вы-
разить в виде h u v v vn0 1 2

, , , ,…( )  (h0 ≥0). 
Критерий эффективности i-й подсисте-
мы в конечном счете представляет со-
бой функцию h u vi i i( , ), (hi ≥0), i=1,n , т. е. 
hi зависит только от управления центра  
и управления данной подсистемы.  
В этом случае говорят, что модель двуху-
ровневой иерархической системы имеет 
«веерную» структуру. При этом все ис-
следования значительно упрощаются.

Для определенности будем считать, 
что центр и «производители» стремятся 
максимизировать свои критерии эффек-
тивности. Далее везде множества U и Ui, 

i=1,n , а следовательно, и Ui
i

n

=
∏

1

предпола-

гаются компактными, а функции h0 и hi, 
i= 1,n , – непрерывными. Важнейшая осо-
бенность иерархических систем состоит  
в том, что первый ход делает центр, выби-
рая и сообщая каждому Bi значение ui .

В общей постановке анализ двухуров-
невой модели ИСУ сводится к нахожде-
нию решения игры (n+1) лица [4; 6; 8]. 
При этом можно рассматривать как бес-
коалиционный, так и кооперативный ва-
рианты игры. Для формального описания 
игры необходимо определить ее участни-
ков, их критерии эффективности, страте-
гии и ограничения на поведение игроков. 
Задав описание игры, необходимо выбрать 
принцип оптимальности (принцип рацио-
нального поведения), что, в свою очередь, 
позволяет определить решение игры.  
В дальнейшем в качестве принципа опти-
мальности в бескоалиционном случае мы 
будем использовать равновесие по Нэшу.

Сообщая о своем управлении под-
чиненным подразделениям, центр тем 
самым входит в некоторую кооперацию 
с ними. В связи с этим практически бо-
лее содержательным подходом является 
применение к данной задаче формализ-
ма кооперативных игр. Использование 
методологии кооперативной теории  
к ИСУ является естественным и по той 
причине, что во многих практических 
ситуациях принятия решений иерар-
хическая система рассматривается как 
единый организм. При моделирова-
нии ИСУ кооперативными играми мы 
имеем дело с двумя элементами игры: 
характеристической функцией, измеря-
ющей потенциальные силы коалиций,  
и векторами выигрышей игроков как де-
лежей из С-ядра. Выбор С-ядра в каче-
стве решения кооперативной игры как 
модели ИСУ объясняется тем, что недо-
минируемые дележи являются наиболее 
подходящими объектами достижения 
соглашений между индивидуумами, 
имеющими различные предпочтения. 
Однако применение этого принципа оп-
тимальности затрудняется тем, что для 
многих игр С-ядро оказывается пустым. 
В связи с этим важной задачей являет-
ся определение условий существования 
непустого С-ядра.

1. Древовидная система управления 
Перейдем теперь к исследованию кон-

кретных ИСУ. Различия между обычными 
двух- и трехуровневыми системами управ-
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ления не являются принципиальными. 
Обобщая схему двухуровневых систем для 
трехуровневых, получаем (рис. 2) для: 

А0 : h u v vn ij nm u Un
, , , , , , , , max
1 11
… … …( )→

∈
ϕ ϕ ϕ , 

где ϕij  – управляющее воздействие 
подразделения третьего уровня иерар-
хии Bij;

В приведенных простейших схемах 
(см. рис.1–2) предполагается, что мно-
жество управлений и целевых функ-
ций подразделения i-го уровня зависит 
только от подразделений, предшест-
вующих ему по иерархической линии,  
и не зависят от других подразделений 
i-го уровня (вертикальные связи). Под 
такое описание попадают, например, си-
стемы с последовательным подчинением  
подразделений.

Для простоты ограничимся рассмо-
трением двухуровневых систем, так как 
основные положения можно обобщить 
для более сложных систем. Рассмотрим 
древовидную систему управления с од-
ним управляющим центром А0 и n под-
чиненными производственными подраз- 
делениями (см. рис. 1). Математиче-
ски задача формулируется следующим 
образом [6–7].

Центр А0 распределяет ресурсы меж-
ду производственными подразделения-
ми B1, B2, …, Bn, которые используют эти 

Р и с. 2

ресурсы для производства продукции. 
Выигрыши управляющего центра А0  
и n производственных подразделений 
B1, B2, …, Bn зависят от продукции, про-
изводимой B1, B2, …, Bn. Вектор ресур-
сов, имеющийся в распоряжении центра 
А0, обозначим через b. Центр А0 выбира-
ет вектор u = (u1, u2,…, un) из множества: 

U u u u u u

u R k n u b

k n k

k
l

kk

n

= = ( ) ≥{
∈ = ≤ ≥ }=∑

1

1

0

1 0

,..., ,..., | ,

, ; , ., b                                         .
Здесь uk интерпретируется как век-

тор ресурса, выделяемый центром А0 
производственному подразделению Bk.  
Возможности предприятия Bk определя-
ются ресурсом uk, получаемым от А0, т. е.   
предприятие Bk выбирает свою произ-
водственную программу из множест-
ваU uk ( )  неотрицательных векторов: 
v U u Rk k

m∈ ( ) ⊂ .
Пусть v v v vk n= … …( )1

, , , , . Множест-
во векторов v{ }  стеснено ограничения-
ми: v A uk k k k≤ +α , vk ≥ 0 , k=1, 2, …, n. (1)

Bi:h u vi i i i im
v U ui
i i

, , , , maxϕ ϕ
1
…( )→

∈ ( )
, i=1,2,…, n, 

где v v v vi i ij imi
= … …( )1

, , , , , vij �  – воздей-
ствие Bi на Bij ;

B vhij ij ij ij U vij ij i

: , max
( )

ϕ
ϕ

( ) →
∈

, 

гдеU vij i( )  – множество управлений 
Bij, предопределенное выбором управ-
ления νi подразделения Bi.
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как производственная программа k-го 
производственного подразделения по 
различным видам продукции; Ak – про-
изводственная, или технологическая, ма-
трица k-го производственного подразде-
ления (Ak≥0);αk  – вектор наличных ре-
сурсов k-го производственного подраз- 
деления ( )αk ≥ 0 .Формализуем задачу как бескоали-
ционную игру (n+1) лица – администра-
тивного центра А0 и производственных 
подразделений B1, B2, …, Bn. Множест-
во участников-игроков и множества их 
стратегий мы уже определили. Опреде-
лим функции выигрыша. Для игрока А0:

K u v u v u a v un n i ii

n
0 1 1 1
, , , ,( ) … ( )( ) = ( )( )=∑ ,

где u = (u1, u2,…, un) – стратегия иг-
рока А0; �v ui i( )  (производственная про-
грамма Bi зависит от ресурса ui, выделя-
емого ему центром А0, поэтому его стра-
тегия есть функция от параметра ui или 
в общем случае от u) – стратегия игрока 
Bi, удовлетворяющая условию (1);

a a a R i ni i i
l

( ,, , )≥ ∈ =0 1  – вектор по-
лезности центра А0 от продукции, выпу-
скаемой i-м производственным подраз-
делением; 

( , )a v ui i ( ) – скалярное произведение 
векторов ai и v ui ( ) . Функция выигрыша 
игрока Bi i n=( )1, :

K u v u v u c v ui n n i i, , , ,
1 1( ) … ( )( ) = ( )( ) ,

где c c c R i ni i i
l

( , , , )≥ ∈ =0 1  – вектор по-
лезности Bi от своей продукции.

Каждый из игроков естественно 
стремится максимизировать свой вы-
игрыш. Таким образом, мы определи-
ли бескоалиционную игру (n+1) лица  
в нормальной форме:

Γ = …{ }

( ){ } ( )•
∈[ ] ∈[ ]

A B B U

U u K

n

i i n i i n

0 1

1 0

, , , , ,

,{ }
, , .

2. Ситуация равновесия по Нэшу                  
в древовидной иерархической игре

Заметим, что игроки Bi, i n=1, , выби-
рают свои стратегии (производственные 

программы) в зависимости от страте-
гии игрока А0. Рассматриваемая игра 
является игрой с полной информацией  
и, следовательно, в ней существует си-
туация равновесия в чистых стратегиях.

Найдем ситуацию равновесия в опи-
санной выше бескоалиционной игре. 
Рассмотрим задачу параметрического 
программирования (параметром являет-
ся вектор u):

v
i i

i

c v umax( , ( ))              (2)

при ограничениях: 
v A u

v u
i i i i

i i i

≤ +
≥ ≥ ≥





α
α
,

, , .0 0 0
         (3)

Решение задачи (2) – (3) v v ui i
* *= ( )  

оказывается функцией параметра u  
и определяет оптимальную стратегию 
игрока Bi. Выигрыш игрока Bi в ситуа-
ции v ui

*
( )  равен c v ui i,

* ( )( ) .
Пусть далее u u u un

* * * *
( , ,, )= …
1 2

 – ре-
шение задачи:

u
max a v ui ii

n
,

* ( )( )=∑ 1               (4)

при ограничениях:

u b

u i n
ii

n

i

=∑ ≤

≥ =






1

0 1

,

, , .
                (5)

Заметим, что задача (4) – (5) являет-
ся задачей нелинейного программирова-
ния с существенно разрывной целевой 
функцией (максимизация ведется по u, 
а v ui

*
( )  – разрывная функция параметра 

u). Вектор u u u un
* * * *
( , , , )= …
1 2

 определя-
ет оптимальный план распределения ре-
сурсов, с точки зрения игрока А0.

Теорема 1. Совокупность
( , , , , , )
* * * *u v u v u v ui n1 ( ) … ( ) … ( ) ,   (6)

где u*  – решение задачи (4) – (5),  
а v ui

*
( )  – решение задачи (2) – (3) при 

параметре u, является ситуацией равно-
весия в рассматриваемой игре.

Доказательство. По определению 
решения задачи (4) – (5) для всех u U∈ :
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K u v u v u

a v u a v u

n

i ii

n
i ii

0 1

1 1

* * * * *

* * *

, , ,

, ,

( ) … ( )( ) =
= ( )( ) ≥ ( )( )= =∑ nn

nK u v u v u

∑ =

= ( ) … ( )( )0 1
, , , ,
* *

по определению же решения задачи (2) –  
(3) для всех v U ui i i∈ ( ) :

K u v u v u v u

c v u c v u

i i n

i i i i

* * * * * * *

* * *

, , , , ,

, ,

1 ( ) … ( ) … ( )( ) =
= ( )( ) ≥ ( )(( ) =
= ( ) … ( )
( ) ( ) … ( )
(

)
−

+

K u v u v u

v u v u v u

i i

i i n

* * * * *

* * * * *

, , , ,

, , ,

1 1

1
,, .,i n=1

                                                   

Таким образом, каждому из игроков
A B Bn0 1
, ,...,  невыгодно в одностороннем 

порядке отклоняться от ситуации (6),  
т. е. она является равновесной.

Эта ситуация устойчива к от-
клонению от нее любой коалиции 
S B Bn⊂ …{ }1

, , . Действительно, пусть
S B Bi iq
= …{ }

1
, ,  – произвольная груп-

па игроков (без A0). Для любого 
B S k qik{ }∈ =, ,1 , и любой стратегии
v v vS

i iq
= …( )

1
, ,  имеем:

K u v u v u v u

c v u c v

ik i n

i i i ik k k

* * * * * * *

* *

, , , , ,

, ,

1 ( ) … ( ) … ( )( ) =
= ( )( ) ≥ kk

k

u

K u v u v ui
s

*

* * * *
, || .

( )( ) =
= ( ) ( )( )
Итак, групповое отклонение от си-

туации равновесия (6) невыгодно ни 
для одного из игроков B Bn1

,..., . Сле-
довательно, ситуация (6) будет сильно 
равновесной, если предполагать, что  
в коалицию будут вступать лишь игроки
B Bn1
,..., , и почти сильно равновесной, 

если в коалицию может вступить и иг-
рок A0 [8].

Построим еще одну ситуацию рав-
новесия в игре Г. Рассмотрим задачу не-
линейного программирования:

max ,
v i i
i

c v 0( )( )                (7)

при ограничениях:

 
v A
v

i i i

i i

≤
≥ ≥





α
α

,

, .0 0
                (8)

Пусть vi* 0( )  – решение задачи (7) – 
(8). Положим c vi i i,

*
0( )( ) = β . Пусть далее 

u u u un= …( )1 2
, , ,  и v v v vn= …( )1 2

, , ,  – ре-
шение задачи:

max max ,
, ,u v i n i

n
i i

i

a v u
∈[ ] = ( )( )∑
1 1         (9)

при ограничениях:

 

u b

c v u i n

u v i n

ii

n

i i i

i i

=∑ ≤

( )( ) ≥ =

≥ ≥ =










1

1

0 0 1

,

, , , ,

, , , .

β
       (10)

Определим стратегию
u u u uH H H

n
H  =     …  ( )* * * *

, , ,
1 2

, где

u
u 5A;88v v
5A;88v vi

H i i i

i i

  =
=
≠





* , ,

, .0

Эту стратегию будем называть страте-
гией «наказания», смысл происхождения 
которой ясен из определения. Положим

Теорема 2. Совокупность 

u v u v u v uH
i n ( )*

, ( ),..., ( ),..., ( )
1

   (11)

является ситуацией равновесия в рас-
сматриваемой игре.

Доказательство. По определению 
решения задачи (9) – (10) для всех u U∈ :

если
если

ν i

i

iu

v u u
ghjbpdjkyfz aeyrv u
eljdktndjhz ofz

u u

( ) =

− − − =
−

− − − ≠

,

( ),

.

..













если

произвольная функция    (u),

удовлетворяющая ограничениям (3)

если

,
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K u v u v u v u

a v u a v u

H
i n

i ii

n
i i

0 1

1

  ( ) … ( ) … ( )( ) =
= ( )( ) ≥ (=∑

*

, , , , ,

, , ))( ) =
= ( ) … ( ) … ( )( )

=∑ i

n

i nK u v u v u v u

1

0 1, , , , , ,

а для всех v U ui i i∈ ( ) :

K u v u v u v u

c v u c v

i
H

i n

i i i i

  ( ) … ( ) … ( )( ) =
= ( )( ) ≥ ( )( ) =

*

*

, , , , ,

, ,

1

0 ββi i n, , .=1  

Следовательно, ситуация (11) яв-
ляется равновесной по Нэшу в игре Г.  
Можно показать, что эта ситуация устой-
чива против отклонения от нее любой 
коалиции игроков S B B Bn⊂ …{ }1 2

, , , .
3. Ромбовидная система управления 
На практике часто встречаются ор-

ганизации двойного (параллельного) 
подчинения. Иерархические системы 
с подразделениями двойного подчине-
ния называются ромбовидными [8; 10]. 
Простейшая схема ромбовидной систе-
мы управления приведена на рис. 3.

Управление подразделения двойного 
подчинения C  зависит как от управле-
ния B1 , так и от управления B2 . Про-
стейшая ромбовидная система управле-
ния является примером иерархической 
системы с тремя уровнями принятия ре-
шения. На высшем уровне находится ад-
министративный центр, располагающий 
материальными и трудовыми ресурсами. 
Он воздействует на деятельность двух 
подчиненных ему административных 
центров, принадлежащих следующему 
уровню. От решений, принимаемых эти-
ми центрами, зависит объем производст-
ва предприятия, находящегося на ниж-
нем уровне иерархической системы.

Построим теоретико-игровую мо-
дель этой системы управления. Будем 
рассматривать ее как игру четырех лиц. 
Задача состоит в построении оптималь-
ного плана действий административных 
центров A0 , B1  и B2 .

Обозначим через b  вектор ресур-
сов, которыми располагает игрок A0 . 

Р и с. 3

Переходя к игровой постановке, будем 
считать, что на первом шаге ходит иг-
рок A0  и выбирает элемент (стратегию) 
u u u= ( )1 2

,  из множества:

U u u u u u R

k u u b b
k k

l= = ( ) ≥ ∈{
= + ≤ ≥ }

1 2

1 2

0

1 2 0

, , ,

, ; , .

Вектор ui  интерпретируется как 
набор ресурсов l  наименований, вы-
деляемых центром A0  для B ii , ,=1 2 .  
Множество U  будем называть множе-
ством стратегий игрока A0 . Элемент 
u U∈  ограничивает возможность выбо-
ра игроков B1  и B2  на следующем шаге. 
Другими словами, множество альтерна-
тив игрока B1  является функцией па-
раметра u1  (будем обозначать ее через 
B u
1 1
( ) ) и аналогично множество альтер-

натив игрока B2  оказывается функцией 
параметра u2  ( B u

2 2
( ) ). Через v B u

1 1 1
∈ ( )  

и v B u
2 2 2
= ( )  обозначим элементы мно-

2
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жеств альтернатив игроков B1  и B2  со-
ответственно.

На третьем шаге ходит игрок C. Его 
выбор (производственная программа) 
зависит от ресурсов v1  и v2 , т. е. множе-
ство альтернатив игрока C оказывается 
функцией параметров v1  и v2 . Обозна-
чим его через C v v

1 2
,( ) , а элементы это-

го множества (производственные про-
граммы) – через w:

C v v w wA z w w Rk
1 2

0, , ,( ) = ≤ + ≥ ∈{ }α ,

где A  – технологическая матрица 
для игрока C  A ≥( )0 , компоненты век-
тора z v v= ( )1 2

,  являются компонентами 
вектора ресурсов, которые используют-
ся игроком C ; α  – вектор наличных 
ресурсов производственного подразде-
ления C  α ≥( )0 .

Итак, стратегиями игрока A0  явля-
ются элементы u u u U= ( )∈1 2

, ; страте-
гиями игроков B1 , B2  и C  – функции 
v u1 1( ), v u2 2( ) и w v v

1 2
,( ) соответственно, со 

значениями в множествах B u1 1( ), B u2 2( )   
и C v v

1 2
,( ) , которые каждому возможно-

му выбору игрока (или игроков), нахо-
дящегося на более высоком уровне, ста-
вят в соответствие выбор альтернативы 
данного игрока.

Определим функции выигрыша иг-
роков. Выигрыши всех игроков зависят 
только от производственной програм-
мы w, выбираемой игроком С. Пусть 
u u v u v u w v v
1 2 1 1 2 2 1 2
, , , , ,( ) ( ) ( ) ( )( )  – некото-

рая ситуация игры, т. е.
u u u U= ( )∈1 2

, , v B u1 1 1∈ ( ), v B u
2 2 2
∈ ( ) ,  

w C v v∈ ( )1 2
, .

Тогда функции выигрыша игроков 
A0 , B1 , B2  и C  будут равны соответст-
венно:

J u u v u v u w v v f w

J u u v u
A

B

0

1

1 2 1 1 2 2 1 2 1

1 2 1 1

, , , , , ;

, ,

( ) ( ) ( ) ( )( ) = ( )
( ) ( )) ( ) ( )( ) = ( )
( ) ( ) ( )

, , , ;

, , , , ,

v u w v v f w

J u u v u v u w v vB

2 2 1 2 2

1 2 1 1 2 2 1 22
(( )( ) = ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) = ( )
f w

J u u v u v u w v v f wC

3

1 2 1 1 2 2 1 2 4

;

, , , , , .

Здесь мы предполагаем, что fi ≥ 0 , 
i =1 4, , и существует такое w C v v

0 1 2
∈ ( ), , 

что при всех v B u1 1 1∈ ( ) , v B u2 2 2∈ ( ) , u U∈
f w f w f w f w
1 0 2 0 3 0 4 0

0( ) = ( ) = ( ) = ( ) = .

Таким образом мы определим бес-
коалиционную игру четырех лиц в нор-
мальной форме:

Γ = { } ( )
( ) ( )
A B B C U B u

B u C v v f f f f
0 1 2 1 1

2 2 1 2 1 2 3 4

, , , , , ,

, , , , , , .

4. Ситуация равновесия по Нэшу  
в ромбовидной иерархической игре

Найдем ситуацию равновесия по 
Нэшу в построенной игре. Для каждой 
пары v v

1 2
,( ) , где v B u1 1 1∈ ( ) , v B u2 2 2∈ ( ) , 

игрок C  решает следующую задачу па-
раметрического программирования:

max
w
f w
4 ( )                   (12)

при ограничениях:
wA z
w
≤ +
≥





α ,
.0

                 (13)

Решение задачи (12) – (13) 
w w v v* *

,= ( )1 2
 оказывается функцией 

параметров v1  и v2  и определяет опти-
мальную стратегию игрока C . Выигрыш 
игрока C  в ситуации w*  равен f w

4

*( ) .
Рассмотрим вспомогательную пара-

метрическую (с параметрами u1, u2 ) игру 
Γ ' , , , , , ,u u B B B u B u f f

1 2 1 2 1 1 2 2 2 3( ) = } ( ) ( ){  
двух лиц B1  и B2 , где f f w v v

2 2 1 2
= ( )( ),  

и f f w v v
3 3 1 2
= ( )( ),  – функции выигрыша 

игроков B1  и B2  соответственно.
Предположим, что в игре Γ ' ,u u

1 2( )  
существует ситуация равновесия по 
Нэшу – v u u v u u

1 1 2 2 1 2

* *
, , ,( ) ( )( ) . Пусть па-

ра u u
1 2

* *
,( )  есть решение следующей за-

дачи нелинейного программирования:

( , )

* * *
max , , ,
u u

f w v u u v u u
1 2

1 1 1 2 2 1 2( ) ( )( )( )    (14)

при ограничениях:
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u u
1 2

1 2
0 0

+ ≤
≥ ≥





,

, .
             (15)

Решив эту задачу, найдем векто-
ры u u

1 2

* *
, , определяющие оптимальные 

планы распределения ресурсов, с точки 
зрения игрока A0 . 

Теорема 3. Совокупность

u u v v w
1 2 1 2

* * * * *
, , , , ,( )( )         (16)

где u u
1 2

* *
,( )  – решение задачи (14) –  

(15); v v
1 2

* *
,( )  – ситуация равновесия в игре 

Γ ' ,
* *u u
1 2( ) ; w*  – решение задачи (12) –  

(13) при параметрах v v
1 2

* *
, , является си-

туацией равновесия по Нэшу в игре Г.
Доказательство. Для удобства вве-

дем следующие обозначения:

J u u v u u v u u w v v

f w v u u v

A0 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2

1 1 1 2 2

, , , , , , ,

, ,

( ) ( ) ( ) ( )) =(
= ( ) uu u

J u u v u u

v u u w v v f w
B

1 2

1 2 1 1 2

2 1 2 1 2 2

1

, ;

, , , ,

, , ,

( ))(( )
( ) ( )(

( ) ( )) = vv v

J u u v u u

v u u w v v f w v
B

1 2

1 2 1 1 2

2 1 2 1 2 3 1

2

, ;

, , , ,

, , ,

( )( )
( ) ( )(

( ) ( )) = ,, ;

, , , ,

, , , ,

v

J u u v u u

v u u w v v f w v v
C

2

1 2 1 1 2

2 1 2 1 2 4 1 2

( )( )
( ) ( )(

( ) ( )) = (( )( ).
По определению решения задачи 

(14) – (15), для всех u u U
1 2
,( )∈ :

Поскольку v
1

*  и v
2

* образуют ситуа-
цию равновесия по Нэшу во вспомога-
тельной игре Γ ' ,u u

1 2( ) , то

J u u v u u

v u u w v v f w v v

B1 1 2 1 1 2

2 1 2 1 2 2 1 2

* * *

* * * * *

, , , ,

, , , ,

( ) ( )(
( ) ( )) = (( )( ) ≥

≥ ( )( ) = ( ) ( )(
( )

f w v v J u u v u u

v u u w

B2 1 2 1 2 1 1 2

2 1 2

1

* * * *

*

, , , , ,

, ,
**

,v v
1 2( ))

для всех v B u1 1 1∈ ( ) ,

J u u v u u v u u w v v

f w v v

B2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2

3 1 2

* * * * *

* *

, , , , , , ,

,

( ) ( ) ( ) ( )( ) =
= ** * *

* * *

,

, , , , , ,

( )( ) ≥ ( )( ) =
= ( ) ( ) ( )

f w v v

J u u v u u v u u wB

3 1 2

1 2 1 1 2 2 1 22

**
,v v
1 2( )( )

для всех v B u2 2 2∈ ( ) .
По определению решения задачи 

(12) – (13), для всех w C v v∈ ( )1 2
, :

J u u v u u

v u u w v v

C

w C v v

1 2 1 1 2

2 1 2 1 2

1 2

* * *

* *

,

, , , ,

, , ,

m

( ) ( )(
( ) ( )) =

=
∈ ( )
aax , ,

, , ,

*

* *

f w v v f w v v

f w v v J u u vC

4 1 2 4 1 2

4 1 2 1 2 1

( )( ) = ( )( ) ≥

≥ ( )( ) = ( ) **

*

, ,

, , , .

u u

v u u w v v

1 2

2 1 2 1 2

( )(
( ) ( ))

.

Следовательно, ситуация (16) дей-
ствительно является равновесной по 
Нэшу в игре Г четырех лиц A0 , B1 , B2  
и C .

Аналогично тому, как это делалось 
в случае древовидной системы управле-
ния, можно показать, что эта ситуация 
устойчива и против отклонения от нее 
любой группы игроков S A B B⊂ { }0 1 2

, , .
Таким образом, иерархические сис-

темы управления предполагают наличие 
нескольких сторон, каждая из которых 
стремится к достижению своей цели, т. е.  
это типичная конфликтно-управляемая 
система. Именно поэтому принятие ре-
шения в таких системах, с позиций тео-
рии игр многих лиц, вполне оправдано. 
Особенностью игр, служащих моделями 
иерархических систем, является то, что 
в них имеется один игрок, выбирающий 
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свои стратегии независимо, а стратегии 
остальных зависят от выбора одного 
или нескольких игроков. При такой по-
становке для определения оптимальных 
стратегий игроков естественным обра-
зом возникают параметрические опти-
мизационные задачи. Это, безусловно, 
вносит дополнительные сложности,  

в первую очередь технического поряд-
ка. Между тем в настоящее время для 
решения параметрических задач име-
ются достаточно хорошо разработанные 
вычислительные алгоритмы и поэтому 
такой способ определения оптимальных 
стратегий игроков можно считать кон-
структивным.
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