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Введение. Рассматривается решение двух задач о поперечных колебаниях в вязкой не-
сжимаемой однородной жидкости, контактирующей с пористой средой (матрицей), 
насыщенной этой же жидкостью. Поверхностью раздела пористой среды и контакти-
рующей с ней жидкости во всех рассмотренных случаях является плоскость.
Материалы и методы. Для описания движения жидкости в пористой среде исполь-
зовалось нестационарное уравнение Бринкмана. В граничных условиях учитыва-
лось возможное скольжение жидкости в пористой среде вдоль твердой непроница- 
емой поверхности, ограничивающей пористую среду. 
Результаты исследования. Получены точные аналитические решения двух задач 
о внутренних поперечных волнах в вязкой жидкости, находящейся на слое пористой 
среды. Решение первой задачи показывает, что в вязкой жидкости могут существовать 
затухающие поперечные волны, скорость которых перпендикулярна направлению 
волны. В пористой среде амплитуда скорости монотонно уменьшается по мере удале-
ния вглубь пористой среды. В тех случаях, когда поперечные волны существуют, их 
длина в пористой среде и свободной жидкости равна 2 2πδ Γ  и 2 2πδ  соответственно. 
Сильное затухание волны происходит на расстоянии, приближенном к ее длине, по- 
этому движение сосредоточено в слое аналогичной толщины. Чтобы волна могла про-
никнуть из свободной жидкости в пористую среду, толщина слоев h1 и h2 должна быть 
сравнимой с длинами волн. Во второй задаче получено, что в случае ε 2 1<<  затуха- 
ющие поперечные волны могут существовать только в свободной жидкости, а в слу-
чае ε 2 1>>  ‒ как в жидкости, так и в пористой среде.
Обсуждение и заключения. Таким образом, при малых частотах колебаний затуха-
ющие поперечные волны могут существовать только в свободной жидкости, а при 
больших – и в жидкости, и в пористой среде. Для дальнейшего исследования можно 
рассмотреть колебательные движения пористого шара с твердым непроницаемым 
ядром в вязкой жидкости.
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Introduction. We consider the solution of two problems on transverse oscillations in a vis-
cous incompressible homogeneous fluid in contact with a porous medium (matrix) satu-
rated with the same liquid. The surface of the section of the porous medium and the liquid 
in contact with it is the plane in all the cases considered.
Materials and Methods. To describe the motion of a liquid in a porous medium, the non-
stationary Brinkman equation is used. In the boundary conditions, the possible slip of 
a liquid in a porous medium along a solid impermeable surface, which limits the porous 
medium, is taken into account.
Results. Exact analytical solutions of two problems on internal transverse waves in a vis-
cous fluid located on a layer of a porous medium are obtained. The first problem shows that 
damped transverse waves exist in a viscous fluid. The velocity of the wave is perpendicular 
to its direction. The amplitude of the velocity decreases monotonically as it moves deeper 
into the porous medium. Damped transverse waves can exist both in a free liquid and in 
a porous medium. The amplitude of these waves attenuates with distance from the oscillat-
ing plane into the interior of the liquid. In those cases where the transverse waves exist, their 
length in regions 1 and 2 is equal to 2 2πδ Γ  and 2 2πδ , respectively. The strong attenuation 
of the wave occurs at a distance of the order of its length. Therefore, the motion is concen-
trated in a layer of thickness on the order of the wavelength. That the wave could penetrate 
from the free liquid into the porous medium of the thickness of the layers h1 and h2 should 
be comparable with the wave lengths. In the second problem, it is obtained that in the case 
of ε 2 1<<  damped transverse waves exist only in a free liquid, and in the case of ε 2 1>>  
damped transverse waves exist in both a liquid and a porous medium.
Conclusions. For the case of low frequencies, damped transverse waves can exist only in 
a free liquid, and in the case of high oscillation frequencies, both in a liquid and in a porous 
medium. The lengths of these waves in regions 1 and 2 are the same as in the first problem. 
Vibrational motion of a porous sphere with a solid impermeable core in a viscous fluid 
could be usefully explored in further research.
Keywords: porous medium, viscous fluid, transverse oscillatory, inner transverse waves, 
Brinkman equation, exact analytical solutions
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Введение
В статье рассматривается решение 

двух задач о поперечных колебаниях 
в вязкой несжимаемой однородной жид-
кости, контактирующей с пористой сре-
дой (матрицей), насыщенной этой же 
жидкостью. Поверхностью раздела пори-
стой среды и контактирующей с ней жид-
костью во всех рассмотренных случаях 

является плоскость. Очевидно, что ко- 
лебательные движения жидкости могут 
проникать на заметную глубину в  по-
ристую матрицу только при достаточно 
большой пористости (близкой к едини-
це) и высокой проницаемости пористой 
матрицы. Пористая среда далее предпо-
лагается недеформируемой, однород-
ной и изотропной.
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Новизна данного исследования за-
ключается в том, что поперечные колеба-
тельные движения жидкости рассматри-
ваются с учетом пористого основания, на 
котором она располагается и которое ог-
раничено снизу твердой непроницаемой 
стенкой. Работа носит теоретический ха-
рактер, однако результаты исследования 
могут быть применены в области ракетно-
космической, авиационной и транспорт-
ной техники, а также при моделировании 
биосистем, где важна гидроупругость. 

Обзор литературы
Распространение поверхностных 

волн в слое жидкости, находящейся 
на пористом основании, рассмотрено, 
в частности, в работах [1–2]. Наряду 
с поверхностными волнами в вязкой 
жидкости могут существовать также 
внутренние поперечные волны, вы- 
званные колебаниями погруженных 
в  нее твердых тел. Решение задачи 
о поперечных колебательных движени-
ях в жидкости, соприкасающейся с не-
ограниченной плоской поверхностью, 
которая колеблется в своей плоскости, 
приведено в работах1–2.

В статье [3] представлены резуль-
таты качественного и количественного 
анализа аналитических решений кра- 
евой задачи о течении вязкой несжима-
емой жидкости под действием посто-
янного градиента давления в длинной 
плоской щели и цилиндрическом кана-
ле, заполненных пористым материалом. 

В работе [4] исследована математи-
ческая модель распространения и  не-
устойчивости волн на поверхности  
цилиндрического столба магнитной 
жидкости бесконечной длины, окру-
жающей коаксиально расположенное 
длинное пористое ядро круглого се-
чения. Найдены условия, при кото-
рых возмущения поверхности жидко-
го столба становятся неустойчивыми 

и  приводят к его распаду на цепочку  
соединенных капель. Показано, что 
длина этих капель увеличивается с воз-
растанием магнитного поля.

Численное решение модели Бринк- 
мана с учетом неравномерной пористо-
сти вблизи стенки канала, заполненного 
зернистой средой, получено в статье [5]. 
Данное решение позволяет более деталь-
но исследовать поведение потока жидко-
сти вблизи стенки в  зернистых средах. 
Сравнение моделей пористой среды 
Дарси и Бринкмана приведено в работе 
[6], где рассмотрено математическое мо-
делирование нестационарных режимов 
термогравитационной конвекции в пори-
стой вертикальной цилиндрической по- 
лости с теплопроводной оболочкой  
конечной толщины в условиях конвек-
тивного охлаждения со стороны окру-
жающей среды. 

Решение задачи о течении вязкой 
жидкости в плоском канале, который 
заполнен волокнистой пористой сре-
дой, представленной регулярной си- 
стемой цилиндров, расположенных по-
перек потока жидкости, представлено 
в работах3 [7]. 

В работе [8] рассмотрено условие 
передачи импульса, которое применя-
ется на границе между пористой сре-
дой и однородной жидкостью. При 
этом используются закон Дарси с по-
правкой Бринкмана и уравнения Сток-
са. Данный подход вызывает скачок на-
пряжения, что имеет важное значение 
для процессов теплообмена, поскольку 
допускает непрерывный конвективный 
перенос на границе между пористой 
средой и однородной жидкостью.

В работе [9] приведены точные 
аналитические решения задач об об-
текании сферы и цилиндра в пористой 
среде при использовании уравнения 
Бринкмана с граничным условием На-

1 Ламб Г. Гидродинамика. М. : ОГИЗ, 1947. 929 с. URL: https://www.twirpx.com/file/63848
2 Ландау Л. Д., Лифшиц Е. М. Теоретическая физика: в 10 т. М. : Физматлит, 2015. 736 с. Т. 6: Ги-

дродинамика. URL: http://www.immsp.kiev.ua/postgraduate/Biblioteka_trudy/GidrodinamikaLanday1986.pdf
3 Маскет М. Течение однородных жидкостей в пористой среде. М. ; Ижевск : Институт ком-

пьютерных исследований, 2004. С. 640–641. URL: http://www.geokniga.org/books/4843
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вье. Показано, что условие прилипания 
на границе пористой среды и твердого 
тела, в частности, при использовании 
уравнения Бринкмана, в общем случае 
должно быть заменено на условие, до-
пускающее ненулевую скорость филь-
трации на границе.

Материалы и методы
Первая задача
Рассматриваются поперечные коле-

бательные движения жидкости с уче-
том пористого основания. Предполага-
ется, что неподвижный слой пористой 
среды толщиной h1 снизу ограничен 
неподвижной непроницаемой плоской 
поверхностью, а сверху контактирует 
со слоем свободной жидкости толщи-
ной h2. Жидкость соприкасается сверху 
с неограниченной плоской поверхно-
стью, колеблющейся вдоль своей пло-
скости по гармоническому закону с ча-
стотой ω.

Система координат выбрана так, что 
поверхность раздела пористой среды 
и жидкости совпадает с плоскостью y, z; 
пористая среда занимает область h x

1
0£ £ ,  

а жидкости соответствует 0
2

£ £x h . Ось y 
выбирается параллельно направлению ко-
лебаний плоской поверхности x h= 2 , ско-
рость которой запишем в  виде функции 
от времени u u i t= −

0
exp( )ω , где u0  – дей-

ствительная постоянная. Все величины 
не зависят от z. Величины, относящиеся 
к пористой среде и свободной жидкости, 
обозначаются в необходимых случаях 
индексами 1 и 2 соответственно.

Для решения первой задачи запишем 
систему уравнений нестационарного 
движения жидкости в пористой среде – 
модель фильтрации Бринкмана [10]:

ρ ρ
η

Γ Γ
∂
∂

+ ⋅∇ =−∇ + ′∇ +
u u u u f1

2 1 1 1

2

1t
p( )

∇⋅ =u
1
0,                      (1)

где ρ  – плотность жидкости ( );�ρ = const ;  
Г – пористость матрицы ( )Γ=const ; u1 – 
макроскопическая скорость фильтра-

ции (u1 = Гv1, где v1 – средняя по объему 
пор скорость жидкости); p1 – среднее 
по объему пор давление; f = ‒ (η / K)u1 –  
плотность силы сопротивления по-
ристой матрицы; K – коэффициент 
проницаемости пористой матрицы 
( );K const=  ′η  – эффективная вязкость 
жидкости в порах; η – вязкость свобод-
ной жидкости ( ′=η η). 

Очевидно, колебательное движение 
жидкости в пористой среде возможно 
только при достаточно большой пори-
стости, близкой к единице. Поэтому 
далее предполагаем, что пористость 
близка к единице, и с учетом этого при-
нимаем ′=η η [11].

Уравнения движения свободной 
жидкости имеют вид4 [4]

ρ ρ η
∂
∂

+ ⋅∇ =−∇ + ∇
u u u u2

2 2 2
( )

t
p
2

2 ,

∇⋅ =u
2
0.                     (2)

Из соображений симметрии следу-
ет, что все величины будут функциями 
только от координаты x и времени  t. 
Согласно уравнениям непрерывно-
сти, в (1–2) u u u uy y1 1 2 2

≡ ≡,
,�
, а также 

u const u constx x1 2
= =, , где обе констан-

ты должны быть равны нулю, посколь-
ку с учетом уравнений непрерывности 
граничных условий u x1 0=  и u x2 0=  на 
непроницаемых поверхностях x h=− 1  
и x h= 2. Поэтому u x1 0≡ , u x2 0≡ . Кроме 
того, u u

1 1
⋅∇( ) ≡ 0 и u u

2 2
⋅∇( ) ≡ 0. Таким 

образом, вследствие симметрии уравне-
ния движения (1–2) линеаризуются. 

Вторая задача
Отличие постановки данной зада-

чи от первой заключается в том, что 
на свободной поверхности жидкости 
x  =  h2 действует касательное напряже-
ние, измеряющееся по гармоническому 
закону σ η ωxy S i t= −

0
exp( ).

Такое напряжение может быть 
создано, например, потоком воздуха 
переменного направления или каса-
тельным к поверхности переменным 

4 Ландау Л. Д., Лифшиц Е. М. Теоретическая физика: в 10 т. Т. 6: Гидродинамика. М. : Физматлит, 
2015. 736 с. URL: http://www.immsp.kiev.ua/postgraduate/Biblioteka_trudy/GidrodinamikaLanday1986.pdf
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электрическим полем, действующим 
на поверхностный заряд в электропро-
водной жидкости.

Результаты исследования
Уравнения движения для первой за-

дачи принимают вид:

1 1

1

2

Γ
∂
∂

=− ∇ + ∇ −
u u u1

1 1t
p

Kρ
υ

υ ,

divu
1
0= ,  

∂
∂

=− ∇ + ∇
u u2

2t
p1

2

2

ρ
υ ,         (3)

где ′ =
′

υ
η
ρ

; υ η
ρ

= .

Из (3) найдем p1 ≡const, p2 ≡const. 
Из симметрии следует, что скорости u1, 
u2 направлены вдоль оси y.

Введем обозначения u uy1 1≡ , u uy2 2≡ ,  
получим:

1
1

2

1

2 1Γ
∂
∂

=
∂
∂

−
u
t

u
x K

uυ
υ , 

∂
∂

=
∂
∂

u
t

u
x

2
2

2
2υ .                   (4)

Граничные условия к уравнениям (4) 
запишем в виде5 [8; 12]:

u u
x1
1=

∂
∂

β  (x h=− 1) (β = const ), 

u u
1 2
=  (x=0),

Λ
∂
∂

−
∂
∂







=

u
x

u
x

u1 2

2
 (x=0) (Λ = const),

u u i t
2 0
= −exp( )ω  (x h= 2),       (5)

где β  и Λ – постоянные с размерностью 
длины.

В первом условии (5) учитывается 
возможное скольжение жидкости отно-
сительно твердой непроницаемой по-
верхности, контактирующей с пористой 
средой. При β =0 получается обычное 
условие прилипания u

1
0= . В  модели 

фильтрации Дарси (более простой по 

сравнению с моделью Бринкмана) на-
личие скольжения неявно учитывается 
тем, что на скорость жидкости накла-
дывается только условие непротекания 
в  нормальном к твердой поверхно-
сти направлении, а скорость скольже-
ния жидкости вдоль этой поверхно-
сти остается неопределенной. Второе 
условие  (5) выражает непрерывность 
скорости. Третье связывает скачок ка-
сательных напряжений с относитель-
ной касательной скоростью жидкости 
на поверхности раздела; при 1 0Λ→  
оно переходит в условие непрерывно-
сти касательных напряжений, а  при 
Λ=0 – в условие прилипания. Четвер-
тое – это обычное условие прилипания 
жидкости к твердой поверхности.

Найдем решения уравнений (4) 
с учетом граничных условий:

u x t F x i t
1 1
( ) ( ) ), = −exp( ω , 

u x t F x i t
2 2
( ) ( ), = −exp( )ω .        (6)

Подставив (6) в (4), получим:

F x i
K
F x

1 1

1
0″ + −






 =( ) ( )

ω
υΓ

, 

F x i F x
2 2

0″ + =( ) ( )
ω
υ

.            (7)

Найдем решение системы данных 
дифференциальных уравнений с уче-
том четырех граничных условий для 
функций F1 и F2 , вытекающих из усло-
вий (5):

F x A x B x
1 1 1 1 1
( )= + −exp exp( )ξ ξ , 
F x A x B x
2 2 2 2 2
( )= + −exp exp( )ξ ξ , (8)

где A1, B1, A2, B2 – произвольные посто-
янные,

ξ
δ

δ
δ1

2

2

1 1
= −











Γ
i , ξ

δ2

2

1
=
−i ,

1 1 1 1

2

1

2

1

4

2

4δ δ δ δ
= + + , 

5 Ламб Г. Гидродинамика. М. : ОГИЗ, 1947. 929 с. URL: https://www.twirpx.com/file/63848
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δ
1

2
=

K
Γ

, δ υ
ω2
2

= .

Подставим выражения F1(x), F2(x)
(8) в граничные условия (5), запишем 
систему алгебраических уравнений от-
носительно произвольных постоянных 
A1, B1, A2, B2:

A h
B h
1 1 1 1

1 1 1 1

1

1 0

( )

( )

exp( )

exp( )

− − +
+ + =

βξ ξ
βξ ξ �

при x = ‒ h1

A B A B
1 1 2 2
+ = +  при x = 0;

A B A B
1 1 1 1 2 2 2

1 1
0ξ ξ ξ−






 − +






 − − =

Λ Λ
( ) �

при x = 0;

A h B h u
2 2 2 2 2 2 0
exp( ) exp( )ξ ξ+ − = �

при x = h2.
Найдем постоянные A1, B1, A2, B2:

A u
D

D
D

h

h h

1

0

1 1

2 1

1 2 2

2

1
1= −









 + ⋅

⋅ +

sh

exp( )

2

1

ξ βξ

ξ ξ

( )

,

B u D
D

h
D

h h

1

0

1

2

1

1

2 1 1

2

1
1= −









 − ⋅

⋅ −

sh

exp( )

2

2

ξ βξ

ξ ξ

( )

,

A u D
2 0

1

2
= ,

B u h D h
2 0 2 2

1

2
= −






exp exp2

2 2
ξ ξ ,

D D D
D h D h

=
+
+

1 2 2

1 2 2 2 2

ξ
ξ ξ ξch sh

2 2

, 

D h h
1 1 1 1
= +sh ch

1 1
ξ βξ ξ ,

D h h
2 1 1 1

2

1
1

1
= −






 + −






ξ

β
ξ βξ ξ

Λ Λ
ch sh

1 1

В частном случае β =0, Λ→∞ ко-
эффициенты A1, B1, A2, B2 значительно 
упрощаются.

В пределе Г→1, К→∞ насыщенная 
жидкостью пористая среда заменяется 
свободной жидкостью. При этом си- 
стема двух уравнений (7) заменяется 
одним вторым уравнением с граничны-
ми условиями: u h

1 1
0( )− =  и 4 в  (5). Ре-

шение такой задачи представлено в ра-
боте Л.  Д. Ландау и  Е.  М.  Лифшица6. 
В предельном случае h1→0 остается 
только уравнение для F2(x) и граничное 
условие 4 в (5). Второе граничное усло-
вие примет вид u t

2
0 0( ), = ; условия 1 и 3 

отбрасываются. В результате полу-
чим выражение для скорости, совпада 
ющее с тем, что было получено Ландау 
и Лифшицем:

u x t k x
k h

u i t
2

2

2 2

0
( ), sin

sin
= −exp( )ω .

Здесь и далее k i
2 2
1= +( ) /δ . Везде под- 

разумеваются действительные части 
соответствующих комплексных выра-
жений.

В связи с громоздкостью общего 
решения (8) рассмотрим подробнее два 
предельных случаях:

1) ε δ δ ω υ2

1 2

2
1= = <<( ) ( )K / Γ , 

2) ε 2 1>> .
В первом предельном случае ε 2 1<<  

выражения для скоростей принимают 
следующий вид:

u
u

H h x h x

ik h i t

1

0

1

1 1

1

1

2 2

= ′ +
+

+







⋅

⋅ − −

sh ch

exp( )

δ
β
δ δ

ω

* * *

,  
u
u

D k h x e

ik h i t

ik x2

0

2 2

2 2

2= ′ −( )+ ⋅

⋅ − −

sin

exp( )ω
′= + ′ ′H D k h D( ) /1

2 2 1
sin ,

6 Там же.
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′=
′− ′

′ + ′
D ik D D

k D k h D k h
2 1 2

2 1 2 2 2 2 2
cos sin

,

′= +D h h
1

1

1 1

1

1

sh ch ,
δ

β
δ δ* * *

′ = −





 +

+ −










D h

h

2

1

1

1

1 1

1 1

1

1
1

1

δ
β

δ

δ
β
δ

δ
δ

* *

* *

*

* .

Λ

Λ

ch

sh             (9)

Здесь и далее δ δ
1 1

2
* = Γ .

Силу трения, действующую на еди-
ницу площади колеблющейся пласти-
ны, определим по формуле:

P u
xy = −

∂
∂

η 2  при x = h2.

В данном случае эта сила трения 
равна 

P h u
x

u k i D e e

y x h

ik h i t

( )

( )

2

2

0 2

2

2 2

=−
∂
∂

=

=− − ′ ⋅

=

− −

η

η ω ,   (10)

а на поверхности пористой матрицы 
(x = 0):

P u
x

u k i D k h

ik h i t

y x( ) ( )0
2

0 0 2 2 2

2 2

=
∂
∂

= − ′ ⋅

⋅ − −

=η η

ω

cos

.exp( ) (11)
Для второго предельного случая 

ε 2 1>>  запишем: 

u
u

H k h x k k h x

ik h i

1

0

2 1 2 2 1

2 2

= ′′ +
+

+




⋅

⋅ − −

sin cos

exp(

( ) ( )

Γ Γ Γ
β

ωtt),  
u
u

D k h x e

ik h i t

ik x2

0

2 2

2 2

2= ′′ − + ⋅

⋅ − −

sin

,

( )

exp( )ω

′′= + ′′ ′′H D k h D( ) /1
2 2 1

sin , 

′′=
′′− ′′

′′ + ′′
D ik D D

k D k h D k h
2 1 2

2 1 2 2 2 2 2
cos sin

,

′′= +D k h k k h
1

2 1 2 2 1
sin cos

Γ Γ Γ
β

,  

′′= −





 −

− +










D k k h

k k h

2

2 2 1

2

2

2 1

1

1

Γ Λ Γ

Γ Λ Γ

β

β

cos

sin .    (12)

Силы трения на поверхностях x = h2 
и x = 0 вычисляются в данном случае 
из формул (10–11) соответственно пу-
тем замены в них ′D  на ′′D .

При β →0, Λ→0, h
1

0→  выражения 
(10–11) в обоих предельных случаях 
принимают известный вид7:

P h k u k h i ty ( )
2 2 0 2 2
=− −η ωctg exp( ), 

P k u
k h

i ty ( )0
2 0

2 2

= −
η

ω
sin

exp( ).

Согласно (9; 12) скорость u2 в  пер-
вом предельном случае, а также u1 и u2 
во втором выражаются через тригоно-
метрические функции от аргумента x 
(а  также от времени t) и  экспоненци-
альные множители перед ними. Следо-
вательно, в вязкой жидкости (область 2) 
в первом случае могут существовать 
затухающие поперечные волны, в кото-
рых скорость u u y2 2=  перпендикулярна 
направлению волны (оси x). В пористой 
среде (область 1) такие волны в этом 
случае отсутствуют: амплитуда скоро-
сти u1 монотонно убывает по мере уда-
ления от поверхности x = 0 вглубь по-
ристой среды.

Во втором предельном случае зату-
хающие поперечные волны могут су-
ществовать как в свободной жидкости, 
так и в пористой среде. Амплитуда этих 
волн затухает по мере удаления от колеб- 
лющейся плоскости вглубь жидкости.

7 Там же.
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В тех случаях, когда поперечные 
волны существуют, их длина в облас-
тях 1 и 2 равна 2 2πδ Γ  и 2 2πδ  соот-
ветственно. Сильное затухание волны 
происходит на расстоянии, близком 
к ее длине, поэтому движение сосре-
доточено в слое аналогичной толщи-
ны. Чтобы волна могла проникнуть из 
свободной жидкости в пористую сре-
ду, толщина слоев h1 и h2 должна быть 
сравнимой с длинами волн.

Во второй задаче вместо условия 4 
в (5) запишем:

∂
∂

= −
u
x
S i t2

0
exp( )ω (x = h2), 

при этом условия 1–3 не изменяются.
В  этом случае решения уравнений 

(7) имеют вид (8), но с другими коэф-
фициентами: A1, B1, A2, B2. Найдем эти 
коэффициенты из математических гра-
ничных условий данной задачи в  об-
щем виде: 

A h
B h x= h

1 1 1 1

1 1 1 1

1

1 0

( )

( )

exp( )

exp( ) ( ),

− − +
+ + = −

βξ ξ
βξ ξ

1

A1+B1=A2+B2 (x = 0),

A B A B
1 1 1 1 2 2 2

1 1
0ξ ξ ξ−






 − +






 − − =

Λ Λ
( )

 (x = 0),
ξ ξ ξ ξ
2 2 2 2 2 2 2 2 0
A h B h Sexp( ) exp( )− − =  

(x = h2).

Из четырех данных уравнений най-
дем неизвестные A1, B1, A2, B2 в общем 
виде:

A S
D

D h

h h

1

0 1

1

2 2

2

1 1 2 2

1

2

1
=

+
−









⋅

⋅ +

( )

,

βξ
ξ

ξ

ξ ξ

ch

exp( )

B S
D

D h

h h

1

0 1

1 2

2 2

2 2 1 1

1

2

1
=

+
−









⋅

⋅ +

( )

,

βξ
ξ

ξ

ξ ξ

ch

exp( )

A S D
2 0

1

2
= , 

B S D h h
2 0 2 2

2 2

2

1

2
2= ⋅ −









exp

exp
ξ

ξ
ξ

,

D D D
D h D h

=
+
+

1 2 2

1 2

2

2 2 2 2 2 2

ξ
ξ ξ ξ ξsh ch

,

D h h
1 1 1 1 1 1
= +sh chξ βξ ξ , 

D h h
2 1 1 1 1

2

1 1
1

1
= −






 + −






ξ

β
ξ βξ ξ

Λ Λ
ch sh .

В связи с громоздкостью получа-
емого выражения для скорости коле-
бания жидкости рассмотрим два пре-
дельных случая найденного общего 
решения.

В случае малых частот колебаний 
волн ε 2 1<<  выражения для скоростей 
принимают вид:

u H h x h x

ik h i t

1

1

1 1

1

1

2 2

= ′ +
+

+







⋅

⋅ − −

sh ch

exp( )

δ
β
δ δ

ω

* * *

,

u S D e e
ik D

eik x ik h ik x h
2 0

2

1

2

1

2

1
2 2 2 2 2= ′ + +

′


















⋅

⋅

− − −( )

expp( )−i tω ,

′=
′

+ ′








H S

D ik
D k h0

1 2

2 2

1 cos ,

′=
′+ ′

′ − ′
D k D iD

k D k h k D k h
2 1 2

2 2 2 2 2

2

1 2 2
cos sin

,

′= +D h h
1

1

1 1

1

1

sh ch
δ

β
δ δ* * *

, 

′ = −





 +

+ −










D h

h

2

1

1

1

1 1

1 1

1

1
1

1

δ
β

δ

δ
β
δ

δ
δ

* *

* *

*

* .

Λ

Λ

ch

sh      (13)

Для больших частот колебаний 
волн ε 2 1>>  запишем: 
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u H k h x k k h x

ik h i t

1

2 1 2 2 1

2 2

= ′′ +
+

+





⋅

⋅ − −

sin cos

exp( )

( ) ( )

Γ Γ Γ
β

ω ,,

u S D e e
ik D

eik x ik h ik x h
2 0

2

1

2

1

2

1
2 2 2 2 2= ′′ + +

′′


















⋅

⋅

− − −( )

eexp( )−i tω ,

′′=
′′

+ ′′








H S

D ik
D k h0

1 2

2 2

1 cos ,

′′=
′′+ ′′

′′ − ′′
D k D iD

k D k h k D k h
2 1 2

2 2 2 2 2

2

1 2 2
cos sin

,

′′= +D k h k k h
1

2 1 2 2 1
sin cos

Γ Γ Γ
β , 

′′= −





 −

− +










D k k h

k k h

2

2 2 1

2

2

2 1

1

1

Γ Λ Γ

Γ Λ Γ

β

β

cos

sin .         (14)

Из (13–14) следует, что в первом 
предельном случае затухающие по-
перечные волны могут существовать 
только в свободной жидкости, а во вто-
ром – и в жидкости, и в пористой среде. 
Длины этих волн в областях 1 и 2 ана-
логичны записанным в первой задаче.

Скорость жидкости на свободной 
поверхности равна в первом случае

u S D ik h ik D

i t
x h2 0 2 2 2

2

1= = ′ − +[ ]⋅
⋅ −

exp( )

exp( )

/

ω , (15)
а во втором вычисляется из (13) путем 
замены ′D  на ′′D .

В пределе β →0, Λ→0, h
1

0→  (при 
замене пористой матрицы непроница-
емой поверхностью x = 0) выражение 
(15) принимает вид:

u S k e k hi t
2 0 2 2 2
= ⋅ −
( )/ ω

tg .

Обсуждение и заключения
В статье получены точные аналити-

ческие решения уравнения Бринкмана 
для двух задач о внутренних попереч-
ных волнах в вязкой жидкости, находя-
щейся на пористом основании. На гра-
нице пористой среды и твердого тела 
учитывается возможное скольжение 
жидкости.

Данные исследования направлены на 
изучение свойств гидроупругости в сфе-
рах ракетно-космической, авиационной 
и транспортной техники, а также для мо-
делирования биологических систем.

В рамках будущих исследований 
можно рассмотреть колебательные дви-
жения пористого шара с твердым непро-
ницаемым ядром в вязкой жидкости. 
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