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Введение. В работе представлены априорные оценки точности решения однород-
ной краевой задачи для параболического уравнения методом Галеркина с разрыв-
ными базисными функциями на разнесенных сетках. 
Материалы и методы. Для решения поставленной задачи применяется унифици-
рованный подход по исследованию ошибок аппроксимации уравнений диффузи-
онного типа с помощью метода Галеркина с разрывными базисными функциями, 
предложенный в 2002 г. P. Castillo, B. Cockburn и др. 
Результаты исследования. В статье приводятся ошибки аппроксимации, завися-
щие от характеристического размера ячеек и степени используемых в базисных 
функциях полиномов; формулируются необходимые для решения задачи леммы; 
проводится полное доказательство сформулированных лемм. В результате иссле-
дования была сформулирована и доказана теорема, в которой приводятся априор-
ные оценки для решения параболических уравнений с помощью метода Галеркина 
на разнесенных сетках.
Обсуждение и заключения. Полученные результаты согласуются с аналогичными 
исследованиями других авторов и дополняют их. Дальнейшая работа по данной те-
матике предполагает исследование уравнений диффузионного типа порядка выше 
единицы и получение апостериорных оценок погрешности.
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Introduction. In this paper, we present a priori error analysis of the solution of a homoge-
neous boundary value problem for a second-order differential equation by the discontinu-
ous Galerkin method on staggered grids.
Materials and Methods. This study is based on the unified hp-version error analysis of 
local discontinuous Galerkin method proposed by Castillo et al. [Optimal a priori error 
estimates for the hp-version of the local discontinuous Galerkin method for convection-
diffusion problems, 2002]. The purpose of this paper is to present a new approach to the 
error analysis of the solution of parabolic equations by the discontinuous Galerkin method 
on staggered grids.
Results. We suggest that approximation errors depend on the characteristic size of the cells 
and the degree of polynomials used in the basis functions. The necessary lemmas are for-
mulated for the problem solution. The complete proof of the lemmas formulated is carried 
out. We formulated and proved a theorem, in which a priori error estimates are given for 
solving parabolic equations using the discontinuous Galerkin method on staggered grids.
Discussion and Conclusions. The obtained results are consistent with similar studies  
of other authors and complement them. Further work on this topic involves the study of 
diffusion-type equations of order higher than the first and the production of a posteriori 
error estimates.
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Введение
В работах [1–5] предложен метод 

на основе метода Галеркина с раз-
рывными базисными функциями на 
разнесенных сетках для уравнений 
параболического типа. Отличитель-
ной особенностью метода является то, 
что аппроксимация градиента искомой 
функции производится на двойствен-
ной сетке, состоящей из медианных 
контрольных объемов, связанных с уз-
лами основной сетки.

В данной работе оценивается 
ошибка аппроксимации решения сле-

дующей краевой задачи для параболи-
ческого уравнения с помощью ранее 
предложенного метода:

∂
∂
− ∂
∂

= ∈u
t

u
x f x x a b
2

2
( ), ( , ),  (1)

u a u b( ) ( ) .= = 0  (2)

Обзор литературы
Исследование локального метода 

Галеркина с разрывными базисными 
функциями применительно к завися-
щим от времени задачам конвекции-
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диффузии было выполнено в работах  
B. Cockburn и C. W. Shu [6], B. Cockburn 
и C. Dawson [7], P. Castillo, B. Cockburn, 
D. Schӧtzau и Ch. Schwab [8].

Применительно к чисто эллип-
тическим задачам локальный метод 
Галеркина с разрывными базисными 
функциями тесно связан с т. н. ме-
тодами внутреннего штрафа (interior 
penalty methods), исследованными  
в работах I. Babuška и M. Zlaman [9], 
J. Douglas и T. Dupont [10], G. A. Baker 
[11], M. F. Wheeler [12], T. Rusten,  
P. S. Vassilevski и R. Winther [13],  
R. Becker и P. Hansbo [14]. В данных 
исследованиях приводится т. н. об- 
общенный анализ погрешности пред-
ставленных выше методов. 

В России оценки погрешности ап-
проксимации задач эллиптического 
типа с помощью т. н. гибридизирован-
ного варианта схемы разрывного мето-
да Галеркина представлены в работе  
Р. З. Даутова и Е. М. Федотова [15]. 
Данная работа продолжает эту череду 
работ и представляет анализ априор-
ных оценок решения параболических 
уравнений с помощью метода Галер-
кина с разрывными базисными функ-
циями на разнесенных сетках [1–5].

Материалы и методы
Накроем отрезок [ , ]a b  равномер-

ной сеткой TV
a x x x
x x x b

i

i N N

= < < < <
< < < < =

−

+ − +

1 2 3 2 1 2

1 2 1 2 1 2

/ / /

/ / /

...

... .

Размер ячейки обозначим 
h x x i Ni i= − =+ −1 2 1 2 0/ / , ,..., .

Также введем в рассмотрение двой-
ственную сетку TW

a x x x x
x x x b

i i

i N N

= < < < < <
< < < < =

−

+ +

1 2 1 1

1 1 2

/
...

... ,/

где xi x x i Ni i= + =− +( )1
2

1
1 2 1 2/ /

, ,..., .

Обозначим ячейки сетки TV  за 
Ii x x= 1 2 1 2  i N= −1 1,..., .  Ячей-
ки сетки TW  обозначим I x x1 2 1 2 1/ / , ,= ( )  
I x xN N N+ += ( )1 2 1 2/ /, ,  I x xi i i+ += ( )1 2 1/ , ,  
i N= −1 1,..., .

Для удобства дальнейших рассужде-
ний введем в рассмотрение сетку TQ
a x x x x x x bN N N= < < < < < < =− +1 2 1 3 2 1 2 1 2/ / / /... ,
ячейки которой обозначим за 
ϒ
i i ix x−

−= ( )1 2/ , ,  ϒ
i i ix x+

+= ( ), ,/1 2
 i N=1,..., .

В случае, когда это не влияет на 
ход рассуждений, верхние и нижние 
индексы будем опускать. Размер ячеек 
сетки TQ  обозначим h hϒ = 0 5. .

Значения «слева» и «справа» от 
узлов сетки обозначим следующим 
образом:

u u x u u xi i i i
−

→

+

→
+= − =lim ( ), lim ( ),

ε ε
ε ε

0 0

u u x u u xi i i i+
−

→ + +
+

→ + += − =1 2
0

1 2 1 2
0

1 2/ / / /lim ( ), lim ( ).
ε ε

ε ε

Введем следующие обозначения:

[[ ]] ,u u ui i i= −+ −( )  
[[ ]]/ / / ,u u ui i i+ +

+
+
−= −( )1 2 1 2 1 2

[[ ]]/ /u u1 2 1 2= +( ) , [[ ]]/ /u uN N+ +
−= ( )1 2 1 2

Обозначим ⋅
m Ii,

 и ⋅
m Ii,

 норму  
и полунорму в пространстве H Im

i( ) , 
которые стандартным образом опреде-
ляются как:

v v
xm I I

mi i,

/

= ∂
∂∫∑

≤













α

α
α

2
1 2

, 

v
m I I

mi i

v
x,

/

= ∂
∂∫∑

=













α

α
α

2
1 2

.

Обозначение ⋅
0,Ii

 будем использо-
вать для нормы в пространстве L Ii2 ( ) .

Справедливы следующие две лем-
мы, доказанные в работе Ф. Сьярле1.

1 Сьярле Ф. Метод конечных элементов для эллиптических задач. М. : Мир, 1980. 512 с. 
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Лемма 1
Пусть w H Ir

i∈ + ( )1 , при этом r ≥ 0,
Ii x x= 1 2 1 2, . Пусть Π  – линейный 
непрерывный оператор из H Ir

i
+ ( )1   

в P Ik
i( ) , причем Πw w= , ∀ ∈ ( )w P Ik

i . 
Тогда для целых m , 0 1≤ ≤ +m r , 
справедливы оценки:

w w Ch w
m I i

r k m
r Ii i

− ≤ { }+ −

+
Π

,

min ,

,

1

1
,

w w Ch w
i i

r k
r Ii

− ≤( ) −
{ }+

+
Π

1 2

1 2

1/

min , /

,
,

w w Ch w
i i

r k
r Ii

− ≤( ) +
{ }+

+
Π

1 2

1 2

1/

min , /

,
.

Лемма 2
Существуют положительные Cinv , 

k  такие, что для всех w P Ik
i∈ ( ) , 

справедливы оценки:

w C h wi inv i Ii−
−≤1 2

1 2

0/

/

,
, 

w C h wi inv i Ii+
−≤1 2

1 2

0/

/

,
,

где Ii x xi i= − +( )1 2 1 2/ /, , h x xi i i= −+ −1 2 1 2/ /
.

Определим следующие простран-
ства:

V u L a b u H I
i N s

I
s

ii
= ∈ ∈

∀ = ≥

( ) ( ){
}

+2 2

1 0

, : ,

,..., , ,

W q L a b q H I
i N s

I
s

ii
= ∈ ∈

∀ = ≥

( ) ( ){
}

+

+
+

2 1

1 21 2

0 0

, : ,

,..., ,

/ /

V u L I u P I i Nh i I
k

ii
= ∈ ∈ ∀ =( ) ( ){ }2 1: , ,...,

,Wh i I
k

iq L I q P I
i N

i
= ∈ ∈

∀ =
+ +( ) ( ){

}
+

2

1 2 1 21 2

0

/ /: ,

,...,

/

.

Дополнительно будем предпола-
гать, что для элементов пространств 
Vh  и Wh  справедливо утверждение:

если v Vh∈ , ∂
∂∫

=
−

+ v
xwdxx

x

i

i

1 2

1 2

0
/

/

, ∀ ∈w Wh,

то ∂
∂

=vx 0  в Ii , i N=1,..., .              (3)

Перепишем (1–2) в виде

q x u
x( )− ∂
∂

= 0 , x a b∈( , ) ,         (4)

∂
∂
− ∂
∂

=u
t

q
x f x( ) , x a b∈( , ) ,      (5)

u a u b( ) ( )= = 0 .                (6)

Согласно методу Галеркина с раз-
рывными базисными функциями [6], 
приближенное решение q u W Vh h h h,( )∈ ×  
задачи (4–6) будем искать как решение 
следующей системы уравнений:

q wdx q wdx u w

u w dx u w

h h h x
x

h h x
x

i
i

i

i

i

i

i

+ − +

+ ′ − +

− −+

+

∫ ∫ϒ ϒ

ϒ





|

|

/

/

1 2

1 2

−− +∫ ∫ ′ =u w dxh
i

0
ϒ

,
 (7)

∂
∂

+
∂
∂

− +

+ ′ −

− −+

−

∫ ∫

∫

u
t
vdx

u
t
vdx q v

q v dx q v

h h
h x

x

h h x

i
i

i

i

i

ϒ ϒ

ϒ





|

|

/1 2

ii

i

ii

x
h I
q v dx fvdx+

+
+ ′ = ∫∫1 2/ ,

ϒ

 (8)

где i N=1,..., , ( , )v w Wh hV∈ × , uh , 
qh  – численные потоки, зависящие от 

значений «слева» и «справа» от узлов 
сетки. Для численных потоков выпол-
няется условие согласования:





u q u q u u

u q u q u u
h i i i i i

h i i i i i

, ; , ,

, ; ,/ / / / /

( ) =
( ) =+ + + + +1 2 1 2 1 2 1 2 1 22 ,

  (9)





q q u q u q

q q u q u q
h i i i i i

h i i i i i

, ; , ,

, ; ,/ / / / /

( ) =
( ) =+ + + + +1 2 1 2 1 2 1 2 1 22 .

  (10)

Суммируем выражения (7–8) по 
всем ячейкам сетки, получим:

q wdx u w

u w dx u w dx

h hi i
i

N

a

b

h h
i

N

ii

+ +

+ ′ + ′





=

=

∑∫

∫∫∑ +−



[[ ]]
1

1
ϒϒ

== 0,
   (11)

∂
∂

+ +

+ ′ + ′

+ +
=
∑∫

∫∫ +−

u
t
vdx q v

q v dx q v dx

h
hi i

i

N

a

b

h h
ii



1 2 1 2

0

/ /[[ ]]

ϒϒ






=

=
∑ ∫
i

N

a

b

fvdx
1

.

 (12)
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Потоки будем вычислять следу-
ющим образом:

u uhi hi= , i N=1,..., ;         (13)
q q C uhi hi hi i N+ + += + =1 2 1 2 11 1 2 1/ / /[[ ]] ,..., ;  (14)

 u uh hN1 2 1 2 0/ /= =+ .          (15)

Здесь
C h11 = ς

α ,               (16)

где ς > 0 , − ≤ ≤1 0α , которые не за-
висят от размера сетки. 

Результаты исследования
Подставив (13–15) в систему (11–12), 

получим:

q wdx u w

u w dx u w dx

h hi i
i

N

a

b

h h
i

N

ii

+ +

+ ′ + ′




=

=

=

∑∫

∫∫∑ +−

[[ ]]
1

1
ϒϒ

00,

  (17)

∂
∂

+ +

+ ′ + ′

+ +
=
∑∫

∫∫ +−

u
t
vdx q v

q v dx q v dx

h
hi i

i

N

a

b

h h
ii

1 2 1 2

0

/ /[[ ]]

ϒϒ


+

+ =

=

+ +
=

∑

∑ ∫

i

N

hi i
i

N

a

b

C u v fvdx

1

11 1 2 1 2

0

[[ ]][[ ]] ./ /

  (18)

Определим следующую проекцию: 
найти   u q T V Wh h h h, : ,( ) [ ]→ ×0 , удовлет-
воряющие условию:

q q wdx u u w

u u w dx

h hi i
i

N

a

b

h
i

N

i

−( ) + −( ) +

+ −( ) ′ +


=

=

∑∫

∫ −

 



[[ ]]
1

1
ϒ∑∑

∫+ −( ) ′ 

= ∀ ∈

+
u u w dx w Wh h

i



ϒ
0,

 (19)

q q v

q q v dx q q v dx

i hi i
i

N

h h
i

+ + +
=

−( ) +

−( ) ′ + −( ) ′

∑ 1 2 1 2 1 2

0

/ / /[[ ]]

 

ϒ++− ∫∫∑

∑






+

+ − =

=

+ + +
=

ϒii

N

i hi i
i

N

C u u v

1

11 1 2 1 2 1 2

0

[[ ]][[ ]]/ / /
 00,

 (20)

             ∀ ∈v Wh .

Обозначим за Π1  и Π2  L2  – проек-
торы на пространства Vh  и Wh  соответ-
ственно. Получим:

u u u u u uh h u u− = −( ) − −( ) = − Π Π Θ1 1 ξ ,

q q q q q qh h q q− = −( ) − −( ) = − Π Π Θ2 2 ξ ,

Несложно показать, что

u w u w dx

u w dx w u

hi i
i

N

h
i

N

h i

i

i

[[ ]]

[[/

= =

+

∑ ∫∑

∫

+ ′ +


+ ′ 

+

−

+

1 1

1 2

ϒ

ϒ hhi
i

N

h h
i

N

wu dx wu dx
ii

+
=

=

∑

∫∫∑

+

+ ′ + ′




=

+−

1 2

1

1

0

/ ]]

ϒϒ

   (21)

для ( , )w u Wh h hV∈ × .

Сложим (19) и (20) и получим в ком- 
пактном виде

Α q q u u w vh h− −( ) = , ; , 0 ,     (22)

где форма Α  определена следу- 
ющим образом:

Α

ϒϒ

q u w v q wdx u w

u w dx u w dx

h h h
a

b

hi i
i

N

h h
ii

, ; , [[ ]]( ) = + +

+ ′ + ′

∫ ∑

∫

=

+−

1

∫∫∑

∑

∫






+

+ +

+ ′ + ′

=

+ +
=

+

i

N

hi i
i

N

h h

q v

q v dx q v dx
ii

1

1 2 1 2

0
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(23)

Введем в рассмотрение двойствен-
ную задачу:

− ′′ =φ λ  в ( , )a b ,           (24)

φ φ( ) ( )a b= = 0 .            (25)

Аналогично работе [16] докажем 
следующие леммы.
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Лемма 3
Пусть q u H a b H a bs s, , ,( ) ( )× ( )∈ + +1 2 , 

s ≥ 0  является точным решением  
(4–6) и пусть φ∈ + ( )H a bt 2 , , t ≥ 0   
является решением двойственной 
задачи (24–25), а Φ = − ′φ . Также по-
лагаем, что константа C11  удовлетво-
ряет (16). Тогда существует константа 
C  такая, что справедлива следующая 
оценка:

Α Π Π Φ Π Φ Πq q u u

Ch uP
s t

− − − −( ) ≤
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2 1 2 1

2 2

1

, ; ,
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φ φ

φ

где P s k t k1 1 1= { }+ + +{ }{min min , min , ,
min , min ,s k t k+{ }+ + +{ }}1 1 α .

Доказательство
Предположим ξq q q= −Π2 , ξu u u= −Π1 , 

ξΦ Φ Π Φ= − 2 , ξ φ φφ = −Π1 . Следова-
тельно:
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Оценим отдельно каждое слага- 
емое. Из неравенства Коши-Буняков-
ского получим:
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Далее из оценок леммы 1 следует:
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Интегрируя по частям и приме-
няя последовательно неравенство Ко-
ши-Буняковского и лемму 1, получим 
оценку:
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Аналогично получим:
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Применяя правило Коши-Буняков-
ского и лемму 1, получим:
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Сложив полученные неравенства 
и проведя несложные алгебраические 
операции, получим:
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Доказательство завершено.
Лемма 4
Пусть Π1  и Π2  обозначают L a b2 ( , ) –

проекции на Vh  или Wh  соответственно. 
Пусть ( , )w v W Vh h∈ × , 
( , ) ( , ) ( , )q u H a b H a bs s∈ ×+ +1 2 , s ≥ 0 . Пола-
гаем, что коэффициент C11  удовлетворяет 
(16). Тогда существует константа C  та-
кая, что справедлива оценка
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Доказательство
Из (21) следует, что

Α w v w v w C vi
i

N

, ; , [[ ]]/( ) = + +
=
∑0

2

11 1 2

2

0

.

Возьмем ξq q q= −Π2  и ξu u u= −Π1 , 
тогда
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Используя тот факт, что Π2  есть 
оператор L a b2 ( , ) -проекции для любых 
w Wh∈ , получим:
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Аналогично, дополнительно интег-
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Умножим и разделим на C11
1 2/ , при-

меним неравенство Коши-Буняковско-
го, леммы 1 и 2. Получим:
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Аналогично вычислим оценку:
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Сложив полученные неравенства 
и проведя некоторые алгебраические опе-
рации, получим требуемое неравенство:
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Доказательство завершено.
Ошибку аппроксимации проекции 

(19–20) обозначим e e q q u uq u h h, ,( ) = − −( )  , 
где q u,( )  и  q uh h,( )  – решения задач 
(4–6) и (19–20) соответственно.

Далее, следуя методу Обэна-Нитше 
[16], рассмотрим следующую задачу:

Α Φ Λw v v, ; , ( )φ( ) = ,         (27)

где φ  – искомое слабое решение 
задачи (24)-(25), Φ = − ′φ ; ( , )w v , 
( , ) (( , )) (( , ))Φ φ ∈ ×+ +H a b H a bt t1 2 , t ≥ 0 , 
Λ( ) ( , )v v= λ .

Тогда L2 -норму ошибки аппрок-
симации eu  можно определить следу-
ющим образом:

e
e

u
C a b

u
0

00

=
∈ ∞
sup

( )

( , )λ λ
Λ

,         (28)

Пусть ( , ) ( , )w v e eq u= , тогда (27) за-
пишем в виде:

Λ Α Φ( ) , ; ,e e eu q u= ( )φ .

Далее, учитывая условие согласо-
ванности потоков (9)-(10), легко пока-
зать, что

Α e e w vq u, ; ,( ) = 0 , ∀ ∈ ×( , )w v W Vh h .  (29)

Следовательно, 
Α Π Φ Πe eq u, ; ,2 1 0φ( ) = , где Π1 , Π2  – 
проекторы на пространства Vh , Wh  со-
ответственно. Из этого следует:

Λ Α Φ Π Φ Π( ) , ; ,e e eu q u= − −( ) =2 1φ φ

= − −( ) +
+ − − − −( )

Α Π Π Φ Π Φ Π

Α Π Π Φ Π Φ Π

2 1 2 1

2 1 2 1

e e

q q u u
q u, ; ,

, ; , .

φ φ

φ φ

Поскольку ( , )Π Π2 1e e W Vq u h h∈ × , то, 
применяя лемму (4), получим следу-
ющее неравенство:

Α Π Π Φ Π Φ Π

Α Π Π Π Π

2 1 2 1

1 2

2 1 2 1
2

e e

Ch e e e e

q u

P
q u q u t

, ; ,

, ; ,/

− −( ) ≤
≤ ( )′

φ φ

φ
++2
,
(30)

где ′ = + −( ) + +( )







P t k2

1

2
1

1

2
1min ,α α .

Учитывая (29) и то, что Π2  q qh h= , 
Π1  u uh h= , получим:

Α Π Π Π Π

Α Π Π Π Π

Α Π Π

2 1 2 1

2 1 2 1

2

e e e e

q e u e e e

q

q u q u

q u q u

, ; ,

, ; ,

( ) =
= − −( ) =
= − 22 1

1 2 1

2 1 2

 

 

q q q u

u u u e e

q q u u e

h h

h h q u

− + −(
− − + ) =

= − −

,

; ,

, ;

Π

Π Π Π

Α Π Π Π qq u

q u

P
q u

e

e e q q u u

Ch e e

,

, ; ,

, ;/

Π

Α Π Π Π Π

Α Π Π Π

1

2 1 2 1

1 2

2 1 2
2

( ) =
= − − −( ) ≤

≤ ee e uq u s
, ,Π1 2

( ) +

(31)

где P s k2

1

2
1

1

2
1= + −( ) + +( )








min ,α α .

Тогда из (30–31) и леммы 3 получим:

Λ( ) ,e Ch u Ch uu
P P

s t
P

s t
≤ ++ ′

+ + + +
2 2 1

2 2 2 2
φ φ

где P s k t k1 1 1= { }+ + +{ }{min min , min , ,

min , min ,s k t k+{ }+ + +{ }}1 1 α .
Далее, учитывая, что φ  является ре-

шением задачи (24)-(25), можем считать, 
что для φ  справедливо свойство эллип-
тической регулярности φ λ

2 0
≤ C .

Следовательно, приняв t = 0 , из (28) 
получим оценку:

u u Ch uh
D

s
− ≤

+


0 2
,        (32)

где
D s k= + − + +







+





min min ( ), ( )
1

2
1

1

2
1α α

+ − + +







{ }+{min ( ), ( ) ,min min ,
1

2
1

1

2
1α αk s k

1 1 1 1 0+ { } +{ }+ + +{ }}}min , ,min , min , ,k s k k α  
− ≤ ≤1 0α . 

Далее продифференцируем (19–20) 
по времени t . Путем аналогичных 
рассуждений получим следующую 
оценку:
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u u Ch u ut ht
D

s t s
− ≤ +( )+ +


0 2 2
,   (33)

где       

D s k= + − + +






+





min min ( ), ( )
1

2
1

1

2
1α α

+ − + +







{ }+{min ( ), ( ) ,min min ,
1

2
1

1

2
1α αk s k

1 1 1 1 0+ { } +{ }+ + +{ }}}min , ,min , min , ,k s k k α  
− ≤ ≤1 0α .

Используя определенную ранее 
проекцию, запишем:

u u u u u uh h h h u u− = −( ) − −( ) = −  η ξ ,

q q q q q qh h h h q q− = −( ) − −( ) = −  η ξ .

Используя неравенство треуголь-
ника для искомой оценки, запишем ут-
верждение

u u u u u uh h h h− ≤ − − −
0 0 0

  .   (34)

Используя проекцию (19–20), пере-
пишем систему (17–18) в следующем 
виде:

ξ ξ

ξ ξ

h ui i
i

N

a

b

u u
i

N

wdx w

w dx w dx
ii

+ +

+ ′ + ′




=

=

=

∑∫

∫∫∑ +−

[[ ]]
1

1
ϒϒ

00,

   (35)

ξ ξ

ξ ξ

ut qi i
i

N

a

b

q q

vdx v

v dx v dx
ii

+ +

+ ′ + ′


+ +
=
∑∫

∫∫ +−

1 2 1 2

0

/ /[[ ]]

ϒϒ



+

+ =

=

+ +
=

∑

∑ ∫

i

N

ui i
i

N

ut
a

b

C v vdx

1

11 1 2 1 2

0

[[ ]][[ ]] ,/ /ξ η

 (36)

Лемма 5
Существует константа C , не зави-

сящая от h  и k , – такая, что справед-
лива следующая оценка:

ξ ξ ξ

ξ

u q ui
i

N

a

bt

u

dx C ds

C

2 2

11 1 2

2

00

2

0

+ +











≤

≤ +

+
=
∑∫∫ [[ ]]

( )

/

ηηut
t

ds2

0

∫








.

 (37)

Доказательство
Подставим w q= ξ  в (35), v u= ξ   

в (36) и сложим. Получим:

1

2

2 2

11 1 2

2

0

d
dt

dx C

dx

u q ui
i

N

a

b

ut u
a

b

ξ ξ ξ

η ξ

+ + ≤

≤

+
=
∑∫

∫

[[ ]]

.

/

 (38)

Применяя неравенство Коши-Буня-
ковского, получим:

d
dt

dx Cu q ui
i

N

a

b

ut u

ξ ξ ξ

η ξ

2 2

11 1 2

2

0

2 2

2 2+ + ≤

≤ +

+
=
∑∫ [[ ]]

.

/  (39)

Далее проинтегрируем от 0  до t   
и получим:

ξ ξ ξ

ξ η

u q ui
i

N

a

bt

u

dx C ds2 2

11 1 2

2

00

2

0

+ +











≤

≤ +

+
=
∑∫∫ [[ ]]

( )

/

uut

t

u

t

ds ds2

0

2

0

∫ ∫+ ξ .

 (40)

Используем лемму Гронуолла, по-
лучим искомую оценку.

Доказательство завершено.
Таким образом, из (32), (33), (34)  

и (37) следует
Теорема 1
Пусть ( , )q u H Hs s∈ ×+ +1 2 , s ≥ 0  явля-

ется решением задачи (4–6)  
и ( , )q u W Vh h h h∈ ×  является решением 
задачи (17–18). Пусть выполнены 
предположения из лемм 3 и 4. Тогда 
справедлива оценка:
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u u

Ch u u u d

h

D
s s s

t

− ≤

≤ + +{ }







+ + +∫

0

2 2 2

0

( ) ( ) ,τ τ ττ
 (41)

где

D s k= + − + +






+





min min ( ), ( )
1

2
1

1

2
1α α

+ − + +







{ }+{min ( ), ( ) ,min min ,
1

2
1

1

2
1α αk s k

1 1 1 1 0+ { } +{ }+ + +{ }}}min , ,min , min , ,k s k k α  

− ≤ ≤1 0α .

Обсуждение и заключения
В работе приводятся оценки по-

грешности для решения одномерной 
краевой задачи для параболическо-
го уравнения, полученного методом 
Галеркина с разрывными базисными 
функциями на разнесенных равномер-
ных сетках. При этом предполагалось, 
что узлы двойственной сетки являются 
центрами ячеек основной сетки. 

Ниже приведена таблица, в кото-
рой представлены порядки сходимости 
по h  с различным выбором стабилизи-
рующего параметра C11 . Эти порядки 
легко получаются из (41).

Т а б л и ц а    
T a b l e  

Порядки сходимости решения u H s∈ +2  для s ≥ 0  и k ≥1

Order of convergence of the solution u H s∈ +2  for s ≥ 0  and k ≥1

C11 D

α = 0 O( )1 min ,s k{ }+1
α = −1 O h( / )1 min ,s k+{ }+1 1

Как видно из таблицы, получаются 
порядки сходимости k +1 для исследуе-
мого метода, где k  – максимальный по-
рядок используемых полиномов в базис-
ных функциях. При этом в данном под-

ходе, в отличие от традиционного подхо-
да с использованием одной сетки, проще 
и  нагляднее вычисляются численные 
потоки на границе элементов за счет ис-
пользования разнесенных сеток.
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