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ПРЕСЛЕДОВАНИЯ С ДВУМЯ ПРЕСЛЕДОВАТЕЛЯМИ 
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Введение. В статье анализируется простая дифференциальная игра на плоскости 
преследования двумя согласованно действующими игроками { }1 2,P P P=  одного 
убегающего игрока Е; игра рассматривается в форме характеристической функции. 
Показывается динамическая устойчивость принципа оптимальности.
Материалы и методы. Для решения поставленной задачи используются геометри-
ческие конструкции и методы. Граница безопасности преследуемого игрока опре-
деляется с помощью окружности Аполлония, наряд преследователей использует 
стратегию параллельного сближения.
Результаты исследования. Предлагается метод нахождения оптимальных страте-
гий игроков, а также оптимальные траектории их движения. Приводится способ 
построения характеристической функции, а в качестве решения рассматривается 
все множество дележей. Однако использование результатов кооперативной теории 
в дифференциальных играх невозможно без решения проблем, связанных со спе-
цификой дифференциальных уравнений движения (в первую очередь, проблемы 
динамической устойчивости принципов оптимальности). В связи с этим вводится 
вспомогательная функция, осуществляющая перераспределение выигрыша игрока 
во времени с сохранением его суммарного выигрыша в игре. С помощью данной 
функции определяется динамическая устойчивость кооперативного решения и по-
казывается сильная динамическая устойчивость всего множества решений.
Обсуждение и заключения. Полученные результаты согласуются с аналогичными 
исследованиями других авторов. Дальнейшие работы в данном направлении могут 
использоваться при разработке методов «регуляризации» принципов оптимально-
сти, для которых всегда выполняется условие динамической устойчивости.
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Introduction. The article deals with a simple differential game on the plane of pursuit 
with two consistently active players and one evader E; the game is considered in the 
form of the characteristic function.
Materials and Methods. The geometric constructions and methods are used for solving 
the problem. The security zone of the escapee is bounded by the Apollonius circle, the 
pursuit team uses a strategy of parallel approach.
Results. A method of finding the optimal players strategies and the optimal players’ tra-
jectory is proposed. The way of forming the characteristic function is provided. All the 
variety of division is considered as a solution. However, the use of the results of coop-
erative theory of differential games is impossible without solving the problems associ-
ated with the specifics of differential equations of motion. Foremost, it is the problem  
of dynamic stability of optimality principles. The article introduces an auxiliary function of  
making the redistribution of winnings in time, keeping his total winnings throughout the 
game. The dynamic stability of the cooperative solution is determined with the help of 
this function. Strong dynamic stability of the entire set of solutions is shown.
Discussion and Conclusions. The obtained results are consistent with similar research of 
other authors. Further research in this field can be used in the development of methods 
for “regularization” of optimality principles, for which the condition of dynamic stability 
is always fulfilled.

Keywords: simple movement, Apollonius circle, coalition, characteristic function, divi-
sion, weak stability of the solution, strong stability of the solution
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Введение
Задачи преследования являются 

типичными примерами дифференци-
альных игр. Задачи преследования  
с простым движением стали базовыми 
для современной теории дифференци-
альных игр. Несмотря на внешнюю 
простоту постановки, многие из них  
в настоящее время представляют собой 
серьезные математические проблемы.

Естественным подходом к изуче-
нию игр простого преследования явля-
ется рассмотрение данных задач как ко-
оперативных дифференциальных игр.  
В этом случае особую роль играет кон-
цепция динамической устойчивости 
(состоятельности во времени). Нару-
шение динамической устойчивости 

принципа оптимальности приводит  
к возможности отклонения от первона-
чально выбранной схемы оптимального 
поведения и к нарушению устойчиво-
сти процесса в целом. 

В статье рассматривается случай 
преследования двумя согласованно 
действующими игроками { }1 2,P P P=  
одного убегающего игрока Е; игра  
Г { }( )1 2  2,1; , ,P P E . Игроки перемеща-
ются на плоскости с постоянными ско-
ростями, имея возможность в каждый 
момент времени изменять направление 
своего движения (простое движение 
[1–2]). Преследуемый Е считается пой-
манным, как только найдется такое 

{ }1,2i∈ , что местоположения Pi и Е  
в некоторый момент совпадают.
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Будем предполагать, что в каждый 
момент времени наряд преследовате-
лей { }1 2,P P P=  имеет информацию  
о своем местоположении, местополо-
жении игрока Е и направлении скоро-
сти игрока Е. Преследуемый Е имеет 
информацию о своем местоположении 
и местоположении наряда преследова-
телей Р. Кроме того, в каждый момент 
времени игроки могут выбирать на-
правление своего движения или на-
правление вектора скорости (величина 
скорости постоянна и равна ui для iP P∈  
и v для Е) ; ,  1, 2,iu v i> =  в остальном 
скорости игроков произвольны.

Выигрыш Е определяется как вре-
мя встречи с первым из преследующих 
игроков, умноженное на количество 
преследующих игроков. Выигрыш 

{ }1 2,P P P=  определяется как величина 
выигрыша Е с обратным знаком.

Обзор литературы
Задачам преследования с простым 

движением посвящен ряд работ [1–5]. 
Определение лучших способов пре-
следования и убегания, выяснение 
возможности встречи – вот основные 
вопросы, которые рассматривались  
в этих работах. При исследовании 
дифференциальных игр простого пре-
следования часто используется мето-
дология кооперативной теории игр [4–
7]. Вопрос в этом случае осложняется 
тем, что в данных задачах необходимо 
исследовать динамическую устойчи-
вость принципа оптимальности.

Впервые проблема динамиче-
ской устойчивости решений в диф-
ференциальных играх была выявлена  
Л. А. Петросяном [6; 8–9]. Исследо-
вателем было предложено несколько 
подходов к преодолению проблемы 
динамической неустойчивости, за-
ключающихся в определенной «регу-
ляризации» принципов оптимально-
сти, заимствованных из статической 
теории игр [7; 10–12]. Интерес к ука-
занным вопросам проявился также  

у западных исследователей, в работах 
которых проблема получила название 
«time-consistency problem» (проблема 
состоятельности во времени) [13–14]. 
Отдельного внимания заслуживает ис-
следование F. E. Kidland, E. C. Prescott 
[15]. Следует отметить, что в упомя-
нутой работе не было предложено 
способов преодоления проблемы не-
состоятельности во времени, что край-
не важно для экономических и других 
приложений.

Материалы и методы 
В статье был предложен метод 

нахождения оптимальных стратегий 
игроков с использованием геометри-
ческого подхода. В качестве такой 
стратегии для наряда преследователей 
была выбрана стратегия параллельно-
го сближения (П-стратегия). При пе-
реходе к рассмотрению исследуемой 
игры простого преследования как 
кооперативной дифференциальной 
игры использовался минимаксный ме-
тод построения характеристической 
функции.

Результаты исследования
Рассмотрим игру Г { }( )1 22,1; , ,P P E . 

Будем говорить, что решение игры  
Г { }( )1 22,1; , ,P P E  = Г(2,1) сводится  
к решению игры Г(1,1), если опти-
мальное время преследования в игре 
Г(2,1) совпадает с оптимальным вре-
менем преследования в одной из игр 
Г(Р1,Е) или Г(Р2,Е), т. е. для обеспече-
ния встречи за оптимальное время на-
личие в наряде { }1 2,P P P=  одного из 
преследователей является излишним.

Будем говорить, что наряд приме-
няет П-стратегию, если каждый пре-
следователь Pi из наряда Р применяет 
П-стратегию [1–2].

Предположим, что выигрыши 
трансферабельны для игроков Р1 и Р2. 
Принимая во внимание, что в коали-
ции могут вступать только игроки Р1  
и Р2, вычислим значения характери-
стической функции:
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( ) ( ) ( )0 0
10 0 11

1 0 0 1
1 1

,
; ,   1,1; ,    ,

P E
v P t x val Ã P E

u v u v

ρ α∆
= = − −

− −

{ }( ) { }( )0 0 0
1 2 0 0 1 2, ; ,   2,1; , , .v P P t x val Ã P P E=

Решение игры { }( )0 0 0
1 22,1; , ,P P E  

имеет следующий вид [1–3] (см. рис. 1): 
игрок Е движется в точку TE : 
( )

( )
( )0 0, max ,

t

T t

E C
E E E Eρ ρ

∈
= , а (С) пред-

ставляет собой пересечение кругов 

Аполлония (С1) и (С2 ) в играх меж-
ду Р1 и Е и Р2 и Е. Следовательно, 
{ }( )1 2 0 0, ; , 2 .v P P t x T= −  Таким образом, 

оптимальной для наряда { }1 2,P P P=  яв-
ляется П-стратегия, оптимальным для 
Е – движение по полупрямой 0 TE E   .

Р и с. 1. Оптимальные стратегии игроков Р1, Р2 и Е
F i g. 1. Optimal strategies of players P1, P2 and E

Чтобы игра имела содержательный 
смысл, сделаем некоторые предполо-
жения:

а) 
( ) ( )0 0 0 0

1 2

1 2

, ,
max , 2 ;

P E P E
T

u v u v

ρ ρ   ≤ 
− −  

б) в дальнейшем будем рассматри-
вать только те начальные местоположе-
ния 0 0 0

1 2, , ,P P E  для которых ( ) ,C ≠ ∅  
C C C C1 2 2 1( ) ⊄ ( ) ( ) ⊄ ( ), . 

Под решением будем понимать все 
множество дележей 

M t x v P t x i v P Pi i0 0 1 2 0 0 1 2 1 21 2, , ; , , , , , ;( ) = = ( ) ≥ ( ) = + = { }α α α α α α    tt x0 0, .( ){ }
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Чтобы не иметь дела с отрицатель-
ными числами, вместо системы (1) бу-
дем рассматривать систему 

 

11
1

1

21
2

2

1 2

,

,

2

u v

u v
T

αα

αα

α α

≤ − 


≤ 
− 

+ =



.             (2)

Поскольку 11 21

1 2

2 ,T
u v u v
α α

+ ≥
− −

 мно-
жество решений системы (2) не явля-
ется пустым ( )0 0 .t =

Оптимальные траектории игроков 
показаны на рис. 1.

В случае дифференциальной игры 
характеристическая функция, заданная 
на семействе всех подмножеств мно-
жества игроков, зависит от времени. 
Это приводит к изменению решения 
кооперативной дифференциальной 
игры в каждый момент времени. В свя-
зи с этим логично поставить вопрос об 
устойчивости рассматриваемых реше-
ний [6; 8; 16–17]. 

Пусть ( )( ),E T t x t−  – множество 
дележей в игре ( )( ) [ ]0, ,   , .Ã T t x t t t T− ∈  
Под решением кооперативной диффе-
ренциальной игры ( )( ),Ã T t x t−  пони-
мается некоторое подмножество 

( )( ) ( )( ) [ ]0, , ,   ,M T t x t E T t x t t t T− ⊂ − ∈ , 
где ( )x t  – оптимальная траектория 
движения игроков в рассматриваемой 
игре [5–6; 9].

Дележ ( )0 0,M T t xα ∈ −  будем назы-
вать слабо (сильно) устойчивым в коо-
перативной дифференциальной игре 
( )0 0,Ã T t x−  с трансферабельными вы-

игрышами, если существует интегри-
руемая на [ ]0 ,t T  вектор-функция ( )β τ  
и такая вектор-функция ( ) ,tα

 ( ) ( )( )
0

( ) ,
t

i i i
t

t h x dα β τ τ τ= ∫         (3)

что дележ α представим в виде 
( )tα α=  и для всех [ ]0 ,t t T∈  сущест-

вует такое подмножество ( )( ),M T t x t′ −  
множества ( )( ),M T t x t− , что

( ) ( ) ( )( ){ } ( )

( ) ( ) ( )( ){ } ( )( )
0 0

0 0

, ,

, , .

T t M T t x t M T t x

T t M T t x t M T t x

α α

α α

′∈ + − ⊂ −

∈ + − ⊂ −

Решение ( )0 0,M T t x−  называется 
слабо (сильно) устойчивым, если сла-
бо (сильно) устойчивы все входящие  
в него дележи [4–5;7;10].

Покажем, что все множество дележей 
рассматриваемой игры сильно устойчи-
во, т. е. множество решений системы

 
( )( )
( )( )
{ } ( )( )

1 1

2 2

1 2 1 2

; ,

; ,

, ; ,

,
,

t v P t x t
t v P t x t
t t v P P t x t

α

α

α α









≤ −

≤ −

+ = −

 (4)

не является пустым, и для каждого 
( )0 0,M t xα ∈

( ) ( )
0

,   1, 2,
T

i i i
t

T d iα α β τ τ= = =∫
 

( ) ( ) ( )( ){ } ( )0 0, , .T t M t x t M t xα α∈ + ⊂ (5)

Вычислим значения характеристи-
ческой функции в момент [ ]0,   ,  :t t t T∈ :

( )( ) ( )

{ } ( )( ) ( )1 2

,
; , , 1,2;   

, ; , 2 .

t t
i

i
i

P E
v P t x t i

u v

v P P t x t T t

ρ
= − =

−

= − −

Из заданного подобия треугольни-
ков 0 0  T

iP E E∆  и   t t T
iP E E∆  имеем, что

Г

Г

Г
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( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0

, , 1 , 1 , .
t T t T t

it t
i i i iT T T

P E E E E E E E tP E P E P E P E
TE E E E E E

ρ ρ ρ ρ
 ⋅   = = = − = −     

Итак, 

( )( ) 1; , 1 ,   1, 2.i
i

i

tv P t x t i
T u v

α = − − =  − 
Система (4) примет вид

( )

11
1

1

21
2

2

1 2

1 ,

1 ,

2

t

t

t t

t
T u v
t
T u v

T t

αα

αα

α α

 ≤ −  −  
 ≤ −   −  
+ = − 


.         (6)

Поскольку

( )11 21

1 2

1 2 ,t T t
T u v u v

α α  − + ≥ −   − −  
  

 
 
множество решений системы (6) не яв-
ляется пустым. Осталось доказать 
справедливость (5).

Предварительно докажем две лем-
мы.

Лемма 1.«Точки» 
0 21 21

2 2

2 ;A T
u v u v
α α 

= − − − 
 и 

( ) 21 21

2 2

2 1 ;   1t t tA T t
T u v T u v

α α    = − − − −    − −    
  

 
лежат на одной прямой.

Доказательство. Составим урав-
нение прямой ОА0 (см. рис. 2, система 
координат хОу):

( )

( )

21 21

2 2

21

2 21

0 21

2 21

,  
2

,
2

.
2

y x

T
u v u v

y x
T u v

k
T u v

α α

α
α

α
α

=
−

− −

=
− −

=
− −

Составим уравнение прямой ОАt: 

( )21 21

2 2

,   
1 2 1

y x
t tT t
T u v T u v

α α
=

   − − − −   − −   

y

t
T u v

T t t
T u v

T u v

=
−

−

− − −
−

=

=
− −









( ) 







( )

1

2 1

2

21

2

21

2

21

2

α

α

α
α221

x,  

( )
21

2 21

  .
2

tk
T u v

α
α

=
− −

Поскольку 0 tk k=  и прямые ОА0 и ОАt 
пересекаются, то они совпадают.
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Р и с. 2. Прямые ОА0 и ОАt (ОB0 и ОBt) совпадают
F i g. 2. Straights lines ОА0 and ОАt (ОB0 and ОBt) coincide

Лемма 2. «Точки» 0 11 11

1 1

;  2B T
u v u v
α α 

= − − − 
 и

( )11 11

1 1

1 ;  2 1t t tB T t
T u v T u v

α α    = − − − −    − −    
 лежат на одной прямой.

Доказательство леммы 2 аналогично доказательству леммы 1.
В силу выпуклости множества дележей достаточно доказать справедли-

вость (6) только для двух дележей:

( ) ( ) ( ){ } 21 21
1 2

2 2

, 2 ,  ,T T T T
u v u v
α α

ξ ξ ξ
 

= = − 
− − 

 

( ) ( ) ( ){ } 11 11
1 2

1 1

, ,  2  ;T T T T
u v u v
α αη η η

 
= = − 

− − 

( ) ( ) ( ){ }1 2, :T T Tξ ξ ξ=

( ) ( ) ( )121
1 1

02

2 ;
T

T T d
u v
αξ β τ τ= − = ∫
−

в качестве ( ) ( )1
1β τ  примем 21

2

1 2  ,T
T u v

α 
− − 

( ) ( ) ( )
1 21 21

1
2 2

1 2  2 ;T
T u v u v T

α α
β τ

 
= − = − − − 
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( ) ( ) ( )121
2 2

2 0

,
T

T d
u v
α

ξ β τ τ= =
− ∫

в качестве ( ) ( )1
2β τ  примем 

( )
21

2

,
u v T
α
−

( ) ( )1
2β τ =

( )
21

2

.
u v T
α
−

( ) ( ) ( ){ }1 2, :T T Tη η η=

( ) ( ) ( )211
1 1

01

;
T

T d
u v
αη β τ τ= = ∫
−

в качестве ( ) ( )2
1β τ  – 

( )
11

1

,
u v T
α
−

( ) ( )2
1β τ =

( )
11

1

;
u v T
α
−

( ) ( ) ( )211
2 2

01

2 ;
T

T T d
u v
αη β τ τ= − = ∫
−

в качестве ( ) ( )2
2β τ  – 11

1

1 2  ,T
T u v

α 
− − 

( ) ( )2
2β τ =

= ( )
11 11

1 1

1 2  2  .T
T u v u v T

α α 
− = − − − 

( ) ( ) ( )( ){ } ( )0 0, ,T t M t x t M t xξ ξ∈ + ⊂

и ( ) ( ) ( )( ){ } ( )0 0, ,T t M t x t M t xη η∈ + ⊂
в силу справедливости лемм 1 и 2 

эквивалентно системе линейных нера-
венств

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
1 1 1 1

0

2
2 2 2 2

0

1
1 1 1 1

0

1
2 2 2 2

0

, 

,

,

t
t

t
t

t
t

t
t

T d T

T d T

T d T

T d T

ξ ξ β τ τ η

η ξ β τ τ ξ

ξ η β τ τ η

η η β τ τ ξ

≤ + ≤∫ 

≤ + ≤∫ 

≤ + ≤∫ 

≤ + ≤∫


. (7)

Распишем (7):

( ) ( )

( )

( )

( )

21 21 11 11

02 2 1 1

11 21 11 21

01 2 1 2

21 11 21 11

02 1 2 1

11

1

2 2 1 ,

2 1 2 ,

2 1 2 ,

2 2 1

t

t

t

tT T t d
u v T u v u v T u v

tT d
u v T u v u v T u v

tT d
u v T u v u v T u v

tT T t
u v T

α α α ατ

α α α ατ

α α α ατ

α

 − ≤ − − − + ≤∫ − − − − 

  − ≤ − + − ≤ ∫   − − − −   
  − ≤ − + − ≤ ∫   − − − −   

− ≤ − − −
−  ( )

11 21 21

01 2 2

t
d

u v u v T u v
α α ατ











 + ≤ ∫  − − − 

,

или

( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

21 21 11 11

2 2 1 1

11 21 11 21

1 2 1 2

21 11 21 11

2 1 2 1

11 11 21 21

1 1 2

2 2 1 ,

2 1 2 ,

2 1 2 ,

2 2 1

ttT T t
u v T u v u v T u v

ttT t
u v T u v u v T u v

ttT t
u v T u v u v T u v

ttT T t
u v T u v u v T u

α α α α

α α α α

α α α α

α α α α

 − ≤ − − − + ≤ − − − − 

 − ≤ − + − ≤ − − − − 

 − ≤ − + − ≤ − − − − 

 − ≤ − − − + ≤ − − −  2 v












− 

.            (8)
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Легко показать, что система двой-
ных линейных неравенств (8) имеет 
решение только в том и только том 
случае, когда

11 21

1 2

2 .T
u v u v
α α

+ ≥
− −

           (9)

Поскольку (9) действительно имеет 
место, то сильная устойчивость мно-
жества дележей доказана.

Обсуждение и заключения
В работе приводятся оптимальные 

стратегии, а также оптимальные тра-

ектории движения игроков. Выбран-
ный принцип оптимальности оказал-
ся сильно динамически устойчивым  
и, следовательно, игроки не имеют 
оснований для окончания игры. 

Попытки применить динамически 
неустойчивые (несостоятельные во вре-
мени) принципы оптимальности для 
прикладных задач в области экономи-
ки, менеджмента, охраны окружающей 
среды и т. д., как правило, приводят  
к грубым ошибкам, в результате кото-
рых принятые «оптимальные» решения 
оказываются нереализованными.
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