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ПООЧЕРЕДНОЕ ПРЕСЛЕДОВАНИЕ С ТРЕМЯ  
УЧАСТНИКАМИ (СЛУЧАЙ ПОТОЧЕЧНОЙ ВСТРЕЧИ)

В. Д. Ширяев, Е. В. Анощенкова, Р. Р. Бикмурзина 

ФГБОУ ВПО «МГУ им. Н. П. Огарёва» (г. Саранск, Россия)
Вопросы поочередного преследования группы уклоняющихся игроков рассма-
тривались в ряде работ. Так, в исследованиях [1–3] решение задачи было найдено  
в предположении о том, что очередность встреч выбирается в начальный момент вре-
мени (программно), а игроки движутся по прямым линиям. В работе [4] приведено  
решение поставленной задачи с использованием подхода Р. Айзекса, а в [5] рассмо-
трены возможности выбора очередности встреч как программно, так и позицион-
но. В данной статье рассматривается простая дифференциальная игра на плоскости 
преследователя Р и коалиции двух убегающих E = {E1, E2}. Движения всех игро-
ков предполагаются безынерционными; преследователь Р превосходит по скорости 
каждого из убегающих; всем игрокам известны цели, физические возможности,  
а также точное местоположение друг друга в каждый момент игры. Платой коали-
ции E (преследователя Р) служит (минус) суммарное время, затраченное преследова-
телем Р на поточечную встречу с E1 и E2 (под встречей подразумевается совпадение 
местоположений преследователя и преследуемого). Выбор порядка преследования 
в начальный момент предполагается заданным (программный выбор очередности 
встреч). В работе найдена граница зоны безопасности второго из убегающих игро-
ков. При решении задачи использовался также геометрический подход. Полученная 
система уравнений решалась с помощью систем компьютерной алгебры, в частно-
сти «Wolfram Mathematica». Определив границу зоны безопасности второго из убе-
гающих игроков, можно аналогичным рассмотренному методом исследовать игру 
между преследователем Р и тремя преследуемыми, действующими согласованно 
(при этом первый из преследуемых игроков исключается из игры).

Ключевые слова: простое преследование, правило параллельного сближения, окруж-
ность Аполлония, зона безопасности, огибающая семейства, коалиция, стратегия

Для цитирования: Ширяев В. Д., Анощенкова Е. А., Бикмурзина Р. Р. Пооче-
редное преследование с тремя участниками (случай поточечной встречи) // Вест-
ник Мордовского университета. 2016. Т. 26, № 1. С. 20–31. doi: 10.15507/0236-
2910.026.201601.020-031

ALTERNATE PURSUIT WITH THREE PARTICIPANTS 
(THE CASE OF POINTWISE MEETING)

V. D. Shiryayev, Ye. V. Anoshchenkova, R. R. Bikmurzina 

Ogarev Mordovia State University (Saransk, Russia)
The issues connected with alternate pursuit of escapees group are considered in a number 
of papers. So in papers [1–3] the solution of the problem has been found in the assump-
tion that the next meeting is selected at the initial time (by the program) and the players 
are moving straight. In paper [4] the solution of the task using the approach of R. Isaacs 
is given. In paper [5] the choice opportunities of the next meeting ( both software and 
positional) are considered. The article deals with a simple differential game on the pursuer 
plane P and the coalition of two escapees E={E1,E2}.The movement of all the players are 
assumed as inertialess. The pursuer speed P exceeds the speed of each of the escapees. 
The targets, physical abilities and the exact location of each other in any moment of the 
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game are known to all players. The price of the coalition (the pursuer P) is (minus) the 
total time spent by the pursuer P on the pointwise meeting with E1 and E2 . A coincidence 
of pursuer and escapee location is meant under the meeting. The choice at the initial 
time of the persecution is supposed as given (software selectable regular meeting). The 
limit of the security zone of the second escapee has been found. A geometric approach is 
used in the problem solving. The resulting system of equations is solved numerically by 
means of computer algebra, in particular through the Wolfram Mathematics. After defin-
ing the boundary of the second escapee security zone one can study the game between 
the pursuer Р and three escapees acting in concord (the first escapee is eliminated from 
the game).

Keywords: simple persecution, generally parallel convergence, circle of Apollonius, se-
curity zone, coalition, strategy

For citation: Shiryayev VD, Anoshchenkova YeV, Bikmurzina RR. Alternate pur-
suit with three participants (the case of pointwise meeting). Vestnik Mordovskogo 
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Решению простейшей дифферен-
циальной игры поочередного пресле-
дования коалиции двух убегающих 
игроков посвящены работы [1; 3–7].  
В нашей статье исследуется игра на 
плоскости преследователя Р и двух 
убегающих – E1 и E2. Рассмотрим гра-
ницу зоны безопасности второго из 
преследуемых игроков.

Отметим, что убегающие игроки 
действуют согласованно, т. е. состав-
ляют коалицию E = {E1, E2}. Выиг-
рыш игрока E определяется как время 
встречи P с последним из убегающих 
игроков, выигрыш P – как величина 
выигрыша E с обратным знаком. Под 
встречей подразумевается совпадение 
местоположений игроков P и Ei (здесь 
и далее: i = 1,2).

Предположим, что в каждый мо-
мент времени преследователь P име-
ет информацию о своем местопо-
ложении, а также местоположении  
и направлении скорости игрока Ei.  
Игрок E, в свою очередь, имеет инфор-
мацию о своем местоположении и ме-
стоположении игрока P.

Пусть u – линейная скорость игрока  
P, vi – линейная скорость убегающего 
Ei, u > vi. Будем полагать, что игроки 
движутся с максимальными скоростями  
и для простоты считать, что u = 1, v1 < 1, 
v2 < 1. Решение игры строится в предпо-
ложении, что преследователь P в момент 

времени t = 0 выбирает один из следу- 
ющих способов поведения [1; 6; 8]:

1) использует правило параллельно-
го сближения (П-стратегия), преследуя  
сначала E1, затем E2;

2) использует правило параллельно-
го сближения (П-стратегия), преследуя  
сначала E2, затем E1.

Среди данных предположений 
найдем наилучший ответ убегающей  
коалиции E, который подразумевает 
максимизацию времени преследования.

Предположим, что в момент време-
ни t = 0 игрок P принимает решение 
преследовать сначала E1, а затем E2.

Введем систему координат xOy, 
центр которой совпадает с начальным 
положением преследователя P, а ось 
абсцисс ориентирована в направлении 
начального положения игрока E1. Ко-
ординаты точки P – P0 (0; 0), точки E1 –  

0
1E  (b; 0), точки E2 – E2

0  (c; d) (верх-
ними индексами будем отмечать  
положения игроков в соответствующие  
моменты времени). Границей зоны без-
опасности игрока E1 является окруж-
ность Аполлония (C1) с радиусом r1  
и центром в точке (a; 0) [7–8; 10]:

r v
v
b1

1

1
21

=
−

;   a
v
b=

−
1

1 1
2 .         (1)

Обозначим точку встречи игроков 
P и E1: P

t1  (x1; y1). Координаты x1, y1 
определяются соотношениями:
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x a r1 1= + cosα;  αsin11 ry = .  (2)

За время t1 (момент встречи P и E1) 
игрок E2 может попасть в любую точ-

ку круга с центром в точке E2 и следу-
ющим радиусом: 

r v t v x y2 2 1 2 1
2

1
2= = +  .        (3)

Р и с. 1. Построение границы зоны безопасности игрока E2

F i g. 1. Building a border security zone E2 player

Зафиксируем E2 в точке  Et2  (x2; 
y2) окружности (C2). Координаты x2 
и y2 определяются по формулам:

x c r2 2= + cosβ ; y d r2 2= + sin β ;
          x c r2 2= + cosβ,               (4)

где  0 2≤ <β π , β  = const.
Граница зоны безопасности игрока 

E2 для начальных местоположений Pt, 
Et2  – окружность Аполлония:

                                             .    (5)

Пусть точка Et2  «пробегает» всю 
окружность (C2), т. е. πβ 20 <≤ . Найдем 

φ α β
β π

,( )
≤ <0 2
∪ , т. е. огибающую семейства (5).
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Для этого рассмотрим следующую 
систему [3; 9]:

Из второго уравнения системы (6) 
следует:

x c r r

y d r r
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2 2
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Таким образом,

sin β =
−( ) + −( )
y - d

x c y d2 2
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cosβ =
−

−( ) + −( )
x c

x c y d2 2
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Подставив равенства (7) в первое 
уравнение системы (6) и преобразовав 
полученное выражение получим:
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Таким образом, при
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Пусть теперь точка Pt «пробега-
ет» всю окружность Аполлония (С1), 
т. е. 0 2≤ <α π . Найдем ϕ α

α π
( )

≤ <0 2
∪ ,  

т. е. огибающую семейства (8). Путем 
преобразований, аналогичным рассмо-
тренным выше, получим систему:
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Перепишем ее в следующем виде:
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где
R x a y r r x a y= −( ) + + − −( ) + 

2 2
1
2

12 cos sinα α ;Q v v= + +1 21
2

1 cosα ;

Стремление избавиться от радика-
лов путем возведения в квадрат приво-
дит к громоздкой системе уравнений 
четвертой степени, решение которой 
допустимо только численно с последу-
ющей непростой процедурой отсеива-
ния сопутствующих корней, поэтому 
подобный метод в данном случае бес-
перспективен.

Задача может быть решена на-
прямую с помощью средств ком-
пьютерной алгебры (например, как 
в данной статье, системой «Wolfram 
Mathematica»). Стратегия коалиции E 
состоит в выборе того, под каким углом 
будет убегать игрок E1. Очевидно, что 
после этого выбора определяется точка  
и время встречи игроков P и E1. В этом 

случае оптимальной стратегией игро-
ка E2 является удаление от этой точки  
с максимальной скоростью по прямой 
линии.

Построение границ зон безопасно-
сти было проведено с использованием 
функции «Parametric Plot», нахожде-
ние оптимального угла – с помощью 
«Maximize».

На рис. 2–10 представлены гра-
ницы зон безопасности игроков E1  
и E2. На рис. 2 показаны направления 
движений игроков для обеспечения 
максимизации времени поимки E. На 
остальных рисунках направления дви-
жения игроков отличаются от опти-
мальных. Для примера были выбраны 
v1 = 0,6; v2 = 0,4.

Р и с. 2. Расположение игрока E2
0

 вблизи окружности Аполлония (вне окружности)
F i g. 2. The player E2

0  position near the circle of Apollonius (out of the circle)

M
x c y d

v
a Q=

−( ) + −( )
−

2 2

2

.
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Р и с. 3. Расположение игрока E2 вблизи окружности Аполлония (внутри окружности)
F i g. 3. The player E2 position near the circle of Apollonius (inside the circle)

Р и с. 4. Расположение P0, E1, E2 на одной прямой (E2 – вне окружности Аполлония)
F i g. 4. P0, E1, E2

 are located on the same line, E2 is situated out of the circle of Apollonius

0 0 0

0 0 0

0

0



27

Vol. 26, no. 1. 2016 MORDOVIA UNIVERSITY BULLETIN

Physics and Mathematics

Р и с. 5. Расположение P0, E2 , E2 на одной прямой (E2
 – внутри окружности Аполлония)

F i g. 5. P0, E1, E2 are located on the same line, E2 is situated inside the circle of Apollonius

Р и с. 6. Начальные местоположения E1 = E2
 

F i g. 6. Initial location E1 = E2

0 0 0

000

0

0

0

0
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Р и с. 7. Расположение P0, E1, E2 на одной прямой (E2 – вблизи P0)
F i g. 7. P0, E1, E2 are located on the same line, E2 is situated near P0

Р и с. 8. Расположение P0, E1, E2 на одной прямой (P0 – между E1 и E2)
F i g. 8. P0, E1, E2

 are located on the same line, P0 is situated between E1 and E2
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0
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00
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Р и с. 9. Расположение P0, E1, E2 на одной прямой (E2 – между E1 и P0  
внутри окружности Аполлония)

F i g. 9. P0, E1, E2
 are located on the same line, E2

 is situated between E1
 and P0  

inside the circle of Apollonius

Р и с. 10. Расположение P0, E1, E2 на одной прямой (E2 – между E1 и P0  
за окружностью Аполлония)

F i g. 10. P0, E1, E2 are located on the same line, E2
 is situated between E1

 and P0  
out of the circle of Apollonius

0 000

0000

0000

0000



30

 Том 26, ¹ 1. 2016ÂÅÑТÍÈÊ ÌÎÐÄÎÂÑÊÎÃÎ ÓÍÈÂÅÐÑÈТÅТÀ

Физико-математические науки  

На рис. 2–3 точка E2
0  расположена 

достаточно близко к границе зоны без-
опасности игрока E1

0 , поэтому часть 
границы зоны безопасности игрока E2

0  
близка к окружности. Причиной этого 
является то, что местоположение E2

0  на 
границе зоны безопасности представ-
ляет собой точку разрыва, поскольку 
при выборе направления E1 к E2 на-
правление движения игрока E2 одно- 
значно выбрать невозможно.

Определив границу зоны безопас-
ности второго из убегающих игроков, 

можно аналогично рассмотренному 
исследовать игру между преследовате-
лем P и тремя преследуемыми E1, E2, 
E3 [2], действующими согласованно 
(фактически исключив из игры перво-
го из преследуемых игроков). Кроме 
того, предложенный метод может быть 
использован при решении простейшей 
дифференциальной игры поочередно-
го преследования коалиции двух убе-
гающих игроков в случае R-встречи  
(R > 0) с первым игроком и поточеч-
ной встречи – со вторым.
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