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ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ ЭФФЕКТИВНОСТЬ ДЛЯ  
РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ОПТИМИЗАЦИИ ОБОЛОЧЕК 
ВРАЩЕНИЯ ПРИ ОГРАНИЧЕНИЯХ НА ФЛАТТЕР 

М. В. Чугунов, Н. Д. Кузьмичёв, И. Н. Полунина 
ФГБОУ ВПО «Мордовский государственный университет  
им. Н. П. Огарёва» (г. Саранск, Россия)
Теория и практика оптимизации занимает важное место в естествознании и технике. При этом 
алгоритмы решения оптимизационных задач требуют многократного обращения к процедуре 
вычисления функций оптимизации (прямой расчет). Эти функции, как правило, заданы алго-
ритмически в пространстве высокой размерности и трудновычислимы. В связи с этим акту-
альной является задача построения упрощенных метамоделей (аппроксимаций) для объекта 
оптимизации, адекватных исходной «точной» модели в некоторой подобласти пространства  
и не требующих для своего анализа больших вычислительных затрат. Целью данной работы 
является количественная оценка вычислительной эффективности решения оптимизационных 
задач, основанных на аппроксимациях разного типа. В качестве объекта оптимизации рассма-
тривается оболочка вращения, подверженная флаттеру. Исходной моделью является конечноэ-
лементная модель оболочки, для которой образующая и распределение толщины вдоль мериди-
ана заданы Безье-функциями. Определение критического параметра флаттера в алгебраической 
части сводится к решению несимметричной обобщенной задачи на собственные значения, ко-
торая реализована программно в виде AddIn-приложения SolidWorks. Для построения упро-
щенных метамоделей используются аппроксимации двух видов: локальные и промежуточные.  
В первом случае решение задачи сводится к применению метода Хана и Пауэлла, во втором –  
к поэтапной замене исходной модели метамоделями в подобластях пространства оптимиза-
ции конечных размеров, анализу адекватности аппроксимаций и определению на этой основе 
стратегии поиска. Нами была решена задача весовой оптимизации оболочки, подверженной 
сверхзвуковому флаттеру с использованием локальных и промежуточных многоточечных ап-
проксимаций. В качестве управляемых параметров в статье рассматриваются координаты клю-
чевых точек Безье; проводится сравнительный анализ вычислительной эффективности решения  
в каждом из этих двух случаев. В качестве критерия вычислительной эффективности рассма-
тривается количество обращений к процедуре прямого расчета. 

Ключевые слова: оптимизация, нелинейное математическое программирование, флаттер, 
метамодель оптимизации, локальная многоточечная аппроксимация, промежуточная мно-
готочечная аппроксимация

COMPUTATIONAL EFFICIENCY FOR  
OPTIMIZATION PROBLEMS OF REVOLUTION  
SHELLS WITH FLUTTER CONSTRAINTS

M. V. Chugunov, N. D. Kuzmichеv, I. N. Polunina  
Ogarev Mordovia State University (Saransk, Russia)
The theory and practice of optimization takes an important place in natural sciences and engineering. 
Thus, algorithms of solving the optimization problems require repeated reference to the evaluation proce-
dure of the optimization functions (direct computing). As a rule, these functions are algorithmically speci-
fied in the high-dimensional space and computationally expensive. In this context, the relevant problem 
is to create the simplified metamodels (approximations) for the optimization object. The said metamodels 
must be adequate for an initial "exact" model in a subarea of the space and computationally not expen-
sive. The purpose of this work is the quantitative assessment of computational efficiency for solving the 
optimization problems based on different approximations types. The revolution shell subjected to flutter 
is considered as the object of optimization. The Finite Element Model (FEM) for the revolution shell, 
which meridian and thickness distribution along a meridian are set by Bezier functions is considered as the 
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initial model. Determination of the critical parameter of flutter in the algebraic part is reduced to the solution of the 
asymmetric eigenvalue problem, which is realized programmatically in the form of SolidWorks AddIn-application. 
To create the simplified metamodels, the approximations of two types are used: local and mid-range. In the first 
case, the solution of the problem is consolidated to application of the Han - Powell method, in the second case – to 
stage-by-stage replacement of initial model by metamodels in the subareas of the optimization space in the finite 
sizes, to the analysis of adequacy of approximations and to definition on this basis of the strategy of the search. The 
problem of weight optimization for the revolution shell, subjected to a supersonic flutter with local and mid-range 
multipoint approximations is solved. The coordinates of the Bezier-key points are considered as the control param-
eters, and their values corresponding to an optimum, coincide for the first and the second of used approaches to ap-
proximation. The comparative analysis of computing efficiency of the results is provided in each of these two cases.  
A number of the calling to procedure of direct computing is considered as the computational efficiency.

Keywords: optimization, nonlinear mathematical programming, flutter, optimization metamodel, local 
multipoint approximation, mid-range multipoint approximation

Рассматриваемая в статье задача от-
носится к классу задач анализа и опти-
мизации панелей (пластин и оболочек) 
с точки зрения устойчивости к флат-
теру. В настоящее время известны два 
типа панельного флаттера: первый −  
связанный, возникающий при вза-
имодействии двух собственных мод 
панели; второй − одномодовый, высо-
кочастотный [1; 6]. В данной работе 
рассматривается первый тип флаттера 
при высоких сверхзвуковых скоростях  
с использованием поршневой (квази-
статической) аэродинамической теории. 

Для получения флаттерных харак-
теристик в качестве базовой исполь-
зуется конечноэлементная модель, что 
дает возможность рассматривать гео-
метрию оболочки в наиболее общем 
виде. Однако обращение к процедуре 
анализа состояния объекта оптими-
зации (прямой расчет) в оптимизаци-
онных алгоритмах реализуется мно-
гократно и связан со значительными 
вычислительными затратами. Одним 
из подходов, обеспечивающих их сни-
жение является подход, основанный на 
поэтапной замене исходной «точной» 
модели упрощенной метамоделью. 

В теории оптимизации указанный 
подход хорошо известен, и при его  
реализации, как правило, рассматрива-
ют аппроксимации трех видов: локаль-
ную, глобальную и промежуточную [8; 
10] (последняя в англоязычной литера-
туре именуется как mid-range).

Целью данной работы является 
исследование вычислительной эффек-
тивности решения задачи указанно-

го типа с использованием локальных  
и промежуточных аппроксимаций. 

1. Конечноэлементная модель оболочки
Осесимметричная оболочка рас-

сматривается как подконструкция со-
ставной тонкостенной конструкции 
вращения. При этом формируется ее 
параметрическая модель, описываемая 
Безье-функциями и определяемая коор-
динатами ключевых точек в двух под-
пространствах. В двумерном подпро-
странстве, совпадающем с плоскостью 
осевого сечения оболочки, определяется 
меридиан, а в одномерном − распределе-
ние толщины вдоль меридиана (рис. 1).
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В этих формулах x t y t h tb b b( ), ( ), ( ) ,–  
искомые функции, xi и yi – коор-
динаты ключевых точек сплайна; 
i N g= −0 1, , где Ng – количество клю-
чевых точек, задающих образующую 
оболочки; hj – координаты ключевых 
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Р и с. 1. Геометрическая модель оболочки
F i g. 1. Geometric model of shell

Аэродинамическое давление опре-
деляется в соответствии с известным 
выражением [2]:
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где q Ua=
ρ 2

2
 – динамическое дав-

ление потока; aρ – плотность газа;  
U – скорость потока; M – число 
Маха. В этом случае уравнение  
колебаний оболочки как неконсер-
вативной системы приобретает сле-
дующий вид [3; 5]:

( )K M p D A up a a A+ + + =
2

0ρ ρ ,  (4)

где A и D – матрицы ансамбля конечных  
элементов (аэродинамической жесткости 
и аэродинамического демпфирования со-
ответственно); p – комплексная собствен-
ная частота. Если собственные вектора 
задачи (2) используются в качестве но-
вого базиса, то уравнение флаттера при-
обретает следующую форму:

� �Gu Du Eu+ + =p
a pρ 2

0 ,      (5)

где � �G A
a

= +Ω ρ ; ω – диагональ-
ная матрица, содержащая собственные 
значения, т. е. квадраты частот, соот-
ветствующих колебаниям в вакууме 

1

2

2

2

3

2ω ω ω, , , и т. д. на главной диаго-

точек на числовой оси; j N t= −0 1, , 
где Nt – количество ключевых точек, 
задающих распределение толщины 
вдоль образующей. На рис. 1 пока-
зан вариант оболочки при некотором 
фиксированном наборе значений ко-
ординат всех ключевых точек. В ка-
честве конечного элемента использу-
ется тонкостенный усеченный конус 
[4]. На основе принципа Гамильтона 

получаем уравнение колебаний кон-
сервативной системы как ансамбля 
конечных элементов:

( )K M uA− =2 0ω ,             (2)

где K − матрица жесткости; M − 
матрица масс; uA − вектор амплитуд 
перемещений для узловых точек; ω – 
частота собственных колебаний.
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нали; �A=R ART , �D=R DRT ; u − соб-
ственный вектор в новом базисе; E − 
единичная матрица.

Дальнейшее решение сводится  
к анализу изменения комплексных 
собственных частот p  при возра-
стании параметра потока. В качестве 
критерия наступления флаттера рас-
сматривается появление в спектре 
кратных собственных значений с по-
следующим выходом одного из них 
на положительную полуплоскость, что  
и соответствует колебаниям с возра-
стающей амплитудой, т. е. флаттеру. 
Детали построения и тестирования 
данной конечноэлементной модели 
подробно изложены в работе [4].

2. Постановка и решение опти-
мизационной задачи

Оптимизационная задача ставится 
и решается как задача нелинейного 
математического программирования 
(НМП) в следующем виде:

найти min ( )
x Rn
C

∈
x  при ограничениях

                          
i i i kA x B i n k m≤ ≤ = ≥ =, , , ( ) , ,1 0 1φ x , (6)

где x – вектор управляемых пара-
метров; C(x) – целевая функция, вы-
ражающая собой критерий качества 
объекта проектирования (массу обо-
лочки); n – количество управляемых 
параметров и, соответственно, коли-
чество геометрических ограничений 
(размерность пространства оптимиза-
ции); Ai и Bi, – геометрические ограни-
чения снизу и сверху на управляемые 
параметры соответственно; m – коли-
чество функциональных ограничений.  
В качестве управляемых параметров 
рассматриваются координаты ключе-
вых точек Безье (1). 

При этом оптимизационная зада-
ча (6) решается с использованием ап-
проксимаций как последовательность 
оптимизационных задач с поэтапной 
заменой функций оптимизации упро-

щенными аналитическими моделями 
(метамоделями), сформированными 
на основе анализа результатов экспе-
риментов с исходной конечноэлемент-
ной моделью.

Промежуточные аппроксимации
В этом случае метамодели строят-

ся поэтапно в отдельных подобластях 
пространства оптимизации конечных 
размеров, определенных движущими-
ся границами на каждом этапе итера-
ционного процесса. Таким образом, 
вместо исходной оптимизационной за-
дачи (6) имеем серию оптимизацион-
ных задач следующего вида:

   найти 
x∈ nR
min C r� ( ) ( )x  при ограничениях
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i n k m r N
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i
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где �C r( ) (x)  – аппроксимация целе-
вой функции; �φk

r( ) (x)  – аппроксимации 
функциональных ограничений; �Ai

r( )  
и �Bi r( )  – геометрические ограничения 
снизу и сверху соответственно; индекс 
r соответствует номеру этапа оптими-
зационного процесса; N – количество 
этапов, необходимое для достижения 
заданной точности. 

Структура метамоделей такова, 
что включают в себя свободные па-
раметры ai, i ,n= 0 , определяемые по 
результатам экспериментов, прове-
денных с конечноэлементной моде-
лью объекта в P точках, назначенных  
в пространстве Rn согласно некоторому 
плану эксперимента. Для определения 
свободных параметров используется 
метод взвешенных наименьших квадра-
тов [8; 10], а в качестве аппроксимиру-
ющих функций – мультипликативная  
модель следующего вида:

�C a x al
a

l

n
l(a) =

=
∏0

1
.              (8)
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Локальная аппроксимация
В качестве метода, предусматри-

вающего локальные аппроксимации,  
в данной работе используется метод 
Пауэлла [9] как последовательность 
задач квадратичного программирова-
ния:

min ( )
d∈

+∇
R

T
r r

T
n

C1
2

d H d x d

при ограничениях 
∇ + ≥ =φ φk r

T
k r k m( ) ( ) , ,x d x 0 1 .   

(9)

Матрица Hr  представляет со-
бой положительно определенную 
аппроксимацию Гессиана функ-
ции Лагранжа L C T( , )x (x) (x)λ λ ϕ= − , 
ϕ φ φ φ( ) ( ( ), ( ), ...., ( ))x x x x= 1 2 m

T , r – номер 
итерации. При этом положительная 
определенность матрицы Hr  обеспе-
чивается итерационной BFGS-проце-
дурой, использующей только гради-
енты функций и не требующей явно-
го вычисления вторых производных. 
Компоненты вектора множителей 
Лагранжа λ , соответствующие неак-
тивным ограничениям, автоматически 
обращаются в нуль. Существенной 
особенностью метода является также 
то, что задача минимизации (1) фор-
мулируется в терминах шага d из не-
которой исходной точки в направле-
нии к оптимальной. Таким образом, 
x x dr r r r+ = +1 α . Параметр αr  опреде-
ляется как результат минимизации 
одномерной функции, исходя из пред-
ложенного Пауэллом критерия опти-
мального выигрыша по следующей 
схеме:

найти min ( )
α

α
>0
Θ , где 

Θ( ) ( ) min( , ( )α α µ φ α= + + +
=
∑C i i
i

m

x d x d0
1

;

µ λ µ λi i i i= +max( , ( )*1
2

, где μi
* – 

значение параметра μi на предыдущей 
итерации (на первой итерации µ λi i= ).  
Самой важной причиной для выбора 
нами этого алгоритма оптимизации 
являлся тот факт, что он относится  
к классу квазиньютоновских мето-
дов и требует для своей реализации 
только первые производные функций,  
т. е. анализ чувствительности первого 
порядка.

3. Анализ чувствительности
Функциональные ограничения 

φk
r( ) ( )x  задачи (1) формулируются  

в виде φ
ρ

ρk
r f

k
( )

( )

( )x
0
min= −1 , где ρ fk( )  – плот-

ность потока, соответствующая насту-
плению флаттера с формой колебаний, 
соответствующей волновому числу 
k ng= , n n ng = 1 2,  ( n1  и n2  – начальное 
и конечное значение волнового числа 
в спектре учитываемых собственных 
значений задачи (4)) – минимальная 
плотность флаттера, соответствующая 
исходному проектному решению. Та-
ким образом, в части анализа чувстви-
тельности актуальной является задача 
определения частных производных 

φ
ρ

ρ
k
r

i
f
k

ix
( )

,

( )

( )x
0
min=

∂

∂
1 . В соответствии  

с работой [3] производные от плотно-
сти должны определяться следующим  
образом:

∂

∂
=

ρ f
k

i

T
x

T
p

T T
px

i

a

( )
, ,

, ,

Re[( ) / ( )]
Re[( ) / ( )]

v T u v T u
v T u v T uÁ

,   (10)

где матрица T A G += + +Ω
ap � �  

+ +p
ap p�D E

2 , T ,T T, , ,,x pi i aiρ – част-
ные производные от x t b( ) по xi ,  
p и ρa  соответственно; v – собствен-
ные вектора сопряженной по отно-
шению к (5) задачи. В работе [12] 
представлены детали численной реа-
лизации формулы (10) и результаты  
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в отношении анализа чувствительности 
к флаттеру оболочек различного вида.

4. Программная реализация
Высокий уровень развития про-

граммных средств в виде CAE-систем 
делает бессмысленной разработку про-
граммного обеспечения «с нуля», при 
этом проблема расширение функцио-
нала этих систем является достаточно 
актуальной. Одним из примеров ре-
шения задач рассматриваемого класса 
на подобной основе может служить, 
в частности, подход, представленный  
в работе [7]. В данной работе про-
граммная реализация представляет со-
бой два dll-модуля, являющиеся AddIn-
приложениями к системе SolidWorks 
и в полной мере использующими 
функционал SolidWorks на основе API  
и COM-интерфейсов [4–5]. В частно-
сти, SolidWorks используется в качест-
ве пост- и препроцессорного средства; 
кроме этого, используется функцио-
нал SolidWorks Flow Simulation для 
решения аэродинамической задачи.  
В остальном изложенные в данной ра-
боте методы и алгоритмы расширяют 
штатный функционал SolidWorks.

5. Результаты и выводы
В работе [11] представлены резуль-

таты решения задачи оптимизации по 
массе оболочки вращения, геометрия 
которой и распределение толщины 
заданы согласно (1), gN = 2 , tN = 2 ,  
а в качестве метода решения частных 
задач (7) использовался метод Бокса 
(нулевого порядка), будем условно 
этот подход идентифицировать сим-
волом А. В данной работе указанная 
задача была решена двумя методами: 
1) на основе многоточечных проме-
жуточных аппроксимаций и с исполь-
зованием метода Хана и Пауэлла для 
решения задач (7); 2) на основе ло-
кальных аппроксимаций в виде (11), 
т. е. метод Хана и Пауэлла был ис-
пользован напрямую без построения 
промежуточных метамоделей (10). 
Будем идентифицировать два послед-
них подхода как B и C соответствен-
но. Результаты решения задачи A, 
B и C полностью совпали, при этом  
с точки зрения вычислительной эффек-
тивности походы A и B друг от друга 
практически не отличаются, поскольку 
анализ метамоделей (8) не требует зна-
чительных вычислительных затрат.

Р и с. 2.  Анализ вычислительной эффективности
F i g. 2.  Analysis of computational efficiency

0.04

-0.028

0.73 1
N

C
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